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Suites numériques — Tous les corrigés
LOGIMATHS

Bac Terminale 2026 — Meétropole (jour 2)

A.1 Calculer V1 et V2 (VO = 0, Vn+1 = 0,995 Vn + 6).
V1 =0,995 x 0+ 6 = 6 litres.
Vo =0,995 x 6+ 6 =597+ 6 = 11,97 litres.
A.2 Recopier et compléter le programme Python pour qu’il renvoie le volume aprés n

heures.

o def volume(n) :

o Ligne2:v=0

o Ligne 3 : for k in range(n) :
e Ligne 4 : v =0.995*v + 6
o Ligne 5 : return v

A.3 Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, Vn < Vn+1 < 1200.

Initialisation : Vo = 0 et V3 = 6 (question 1), donc Vp < V; < 1200 : la propriété est vraie au rang
0.

Hérédité : supposons que V,, < V411 <1200 pour un entier n donné.

Comme 0,995 > 0, on peut multiplier chaque membre : 0,995V,, < 0,995V,,.1 < 0,995 x 1200, soit
0,995V, < 0,995V, 41 < 1194.

En ajoutant 6 partout : 0,995V, + 6 < 0,995V, 1 + 6 < 1200, c’est-a-dire V41 < V42 <1200 : la

propriété est vraie au rang n + 1.

Par principe de récurrence, pour tout entier naturel n, V, <V, < 1200.

A.4 Justifier que la suite (Vn) converge, et calculer sa limite.
D’apres la question précédente, la suite (V;,) est croissante et majorée par 1200.
D’apres le théoréme de convergence monotone, la suite (V) converge vers une limite /.

La fonction associée a la récurrence, = — 0,995z + 6, est continue (fonction affine), donc ¢ est

solution de I’équation x = 0,995z + 6.

0,0050 =6 < x = = 1200.

0,005
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La suite (V},) converge donc vers 1 200 : le volume de substance polluante se stabilise autour de 1

200 litres.

B.1.a Déterminer les solutions de ’équation différentielle (E) : y’ = —0,005y + 6 sur [0;

+ool.
(E) est de la forme ¢’ = ay + b avec a = —0,005 et b = 6. Sa solution particuliére constante est
b6 1200
e T 0005 T

Les solutions de (E) sur [0; +oo[ sont les fonctions ¢ — Ce=%0%" 4 1200, ou C est une constante

réelle.

B.1.b Montrer que, pour tout réel t de [0; +oo[, v(t) = 1200(1 — e 2005%),
Comme v(0) = 0 : Ce® +1200 = 0, donc C' = —1200.

o(t) = —1200e~0005 1 1200 = 1200 (1 _ 6—0,00575)‘

B.1.c Calculer la limite de v en +c0.

Quand t — +o00, e=%0%5% — 0 donc v(t) — 1200 x (1 —0) = 1 200.

B.1.d Déterminer le sens de variation de la fonction v sur [0; +oo[.
v’ (t) = 1200 x 0,005 x e~0005¢ = 6=0:005¢ toujours strictement positif.

La fonction v est donc strictement croissante sur [0; +ool.

B.2 Un taux de substance polluante supérieur a 5 % du volume du bassin (30 000 L)

nécessite un nettoyage complet. Le propriétaire devra-t-il procéder a ce nettoyage ?
Le seuil critique est 0,05 x 30000 = 1 500 litres.

La fonction v est strictement croissante et tend vers 1 200 sans jamais l'atteindre : elle est donc

toujours strictement inférieure a 1 200, donc a 1 500.

Non, selon ce modele, le volume de substance polluante n’atteindra jamais le seuil de 1 500 litres :

un nettoyage complet ne sera jamais nécessaire.

B.3 Déterminer la valeur exacte de I’instant au-dela duquel le volume dépasse 50 litres

(en heure et minute, arrondi a la minute).

On résout v(t) =50 : 1200 (1 — e~"005) = 50, soit 1 — e 0005 = —— = —_

93 23
e—0,005¢ _ 1 donc —0,005¢ = In (24)

= 2001n () (valeur exacte), soit environ 8,51 heures.
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8,51 heures ~ 8 h 31 min.

Bac Premieére 2026 — Métropole (SPE)

2

Affirmation 1 : quelle que soit la valeur de u, x> + x — u?> = 0 posséde deux solutions

réelles distinctes. Vrai ou faux ?
Le discriminant de cette équation du second degré est A =12 —4 x 1 x (—u?) = 1 + 4u?.

Comme 4u? > 0 pour tout réel u, A > 1 > 0 : le discriminant est toujours strictement
positif, ’équation admet donc toujours deux solutions réelles distinctes. L’affirmation
1 est VRAIE.

1
Affirmation 2 : la suite (u,) définie par u, = 2~ est géométrique de raison 3 Vrai ou

faux ?

“on T \2
L’affirmation 2 est VRAIE.

1 1\" 1
Up =277 = (> : (uy) est bien géométrique de raison 2 de premier terme ug = 1.

Affirmation 3 : le point A(3;3) appartient a la tangente a Cf en x=0, pour f(x) = e — 1.

Vrai ou faux ?

f'(z) = e*, donc f/(0) =1 et f(0) = 0. L’équation de la tangente en z = 0 est y = f'(0)(z — 0) +
1(0) = .

Le point A(3;3) vérifie y = z (puisque 3 = 3) : il appartient bien a la tangente. L’affirmation
3 est VRAIE.

Bac Premieére 2026 — Métropole (TECHNO)

A.l.a Calculer le montant de ’abonnement n°1 pour 2027.

a1 = ap + 30 = 250 + 30 = 280 €.

A.1.b Calculer as et interpréter.

az = a1 + 30 = 280 + 30 = 310 € : en 2028, ’'abonnement n°1 cotitera 310 €.

A.2 Exprimer a,; en fonction de a,.

Ap+1 = Qp, + 30.

A.3 En déduire la nature de la suite (a,) et préciser sa raison.

(a,) est arithmétique de raison 30 (on ajoute toujours le méme nombre).
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B.1 Justifier que le montant de ’abonnement n°2 en 2027 s’éleve a 220 €.

Augmenter de 10 % revient & multiplier par 1,1 : 200 x 1,1 = 220 €.

B.2 Exprimer b,.; en fonction de b,.

bn+1 = 1,1 X bn

B.3 En déduire la nature de la suite (b,) et préciser sa raison.

(bn) est géométrique de raison 1,1 (on multiplie toujours par le méme nombre).

C.1 Quelle formule doit-on écrire dans la cellule D2 ?

= B2 - C2 (puisque ¢, = a,, — by).

C.2 A partir de quelle année le montant de ’abonnement n°2 devient-il plus élevé que le

n°l?

D’apres le tableur, ¢, devient négatif & partir de n = 12 (cellule D14) : c’est donc a partir de

2038 (2026 + 12) que "abonnement n°2 devient plus cher que le n°1.

Bac Premiére 2026 — Antilles et Guyane (SPECIFIQUE)

A.1 Calculer u; et us. Interpréter us.

Le nombre d’arbres augmente de 100 par an : u; = 1200 4+ 100 = 1300 et us = 1300 + 100 = 1
400. Dans le contexte, la forét comptera 1 400 arbres en 2012.

A.2 Exprimer u,; en fonction de u,. En déduire la nature de (u,) et sa raison.

Chaque année, on ajoute 100 arbres : up4+1 = u, + 100. (u,) est donc arithmétique de raison

r = 100, de premier terme ug = 1200.

A.3 Exprimer u, en fonction de n.

(up) étant arithmétique : u, = up +n x r = 1200 + 100n.

A.4 A partir de quelle année la forét comptera-t-elle plus de 2 950 arbres ?

Le nombre d’arbres étant toujours un multiple de 100, la forét dépassera 2 950 arbres dés qu’elle en

comptera 3 000.

up = 3000 <= 1200+ 100n = 3000 <= n = 18 : c’est donc a partir de 2028 (2010 + 18)

que la forét dépassera 2 950 arbres.



Suites numériques (corrigé) — Tous | es exercices — Annales officielles www.logimaths.fr

B.1 Calculer le nombre d’arbres au ler janvier 2011.

Une augmentation de 5 % de 1 000 arbres correspond & 450 arbres : au 1¢ janvier 2011, il y aura
1 050 arbres.

B.2 Déterminer la nature de la suite (v,) et préciser sa raison.

Une hausse de 5 % chaque année revient a multiplier par 1,05 : (v,) est géométrique de raison

1,05, de premier terme vg = 1000.

B.3 En 2030, on estime environ 2 653 arbres. Quel terme de la suite a-t-on calculé, et

comment ?
L’année 2030 correspond a vog, car 2030 = 2010 + 20.

L’expression explicite est v, = vy x 1,05™ = 1000 x 1,05" : le calcul effectué est donc 1000 x 1,05%°.

C. Interpréter les résultats de la derniére colonne du tableur (n = 29).

On observe que vog = 4116 > ug9 = 4100, alors que pour tous les termes précédents on avait
up, > vy, : & partir de ’année 2039 (2010 + 29), la seconde forét (croissance géométrique)

dépassera la premiére (croissance arithmétique) en nombre d’arbres.

Bac Premiére 2026 — Amérique du Nord (SPECIFIQUE)

A.1 Quelle est la nature de la suite (u,) et sa raison ?

On passe d'un terme au suivant en ajoutant toujours 20 individus : (u,) est arithmétique de

raison 20.

A.2 A combien peut-on estimer le nombre de marmottes en juin 2025 ?

Juin 2025 correspond a ug (puisque 2025 = 2019 + 6) : ug = ug + 6 x 20 = 200 + 120 = 320

marmottes.

A.3 Ce premier modele semble-t-il adapté, sachant que la population réelle en 2025 était
de 3557

L’écart entre le modele (320) et la réalité (355) est de 35 individus, soit environ 10 % de 355 : cet

écart est important, ce premier modéle ne semble donc pas bien adapté a la situation.

B.1 De quel pourcentage la population a-t-elle augmenté entre 2019 et 2020 7

220 — 200 20
200 200 0,10 0 %
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B.2.a Quelle est la nature de la suite (v,) ? Préciser sa raison et son premier terme.

Un4+1 = 1,1 X v, : on passe d’un terme au suivant en multipliant toujours par 1,1. (v,) est géomé-

trique de raison 1,1, de premier terme vy = 200 (population en 2019).

B.2.b Exprimer v, en fonction de n.

(vp) étant géométrique : v, = vg x 1,1™ =200 x 1,1™.

B.3.a Selon ce nouveau modéle, a combien peut-on estimer le nombre de marmottes en

juin 20257

Juin 2025 correspond a n = 6 : d’apres le tableur, vg = 354 marmottes.

B.3.b Ce nouveau modele semble-t-il pertinent, sachant que la population réelle en 2025
était de 3557

354 est tres proche de 355 (écart inférieur & 0,3 %) : ce second modéle semble donc pertinent.

B.3.c En juin de quelle année la population aura-t-elle dépassé 400 individus, selon ce

modeéle ?

D’apres le tableur, la premiere valeur dépassant 400 est vg = 429 (colonne H) : la population
dépassera 400 individus en juin 2027 (2019 + 8).

Bac Premiere 2026 — Amérique du Nord (SPE)

A.1 Donner la puissance électrique des panneaux a 11 h 00 (lecture graphique).

Avec la précision permise par le graphique, on lit une puissance d’environ 5,75 kW a 11 h.

A.2 Résoudre graphiquement f(x) > 5 et interpréter.

Graphiquement, f(x) > 5 pour x € [10,5; 15,5] environ : la puissance des panneaux dépasse 5

kW entre environ 10 h 30 et 15 h 30, soit pendant environ 5 heures dans la journée.

B.1 Déterminer la nature de la suite (¢,) et préciser sa raison.

Chaque année, le tarif est multiplié par 1,06 (hausse de 6 %) : (¢,) est géométrique de raison

q = 1,06, de premier terme ¢y = 0,15.

B.2 Exprimer ¢, en fonction de n.

(cn) étant géométrique : ¢, = ¢p x ¢" = 0,15 x 1,06™.
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B.3 Donner le calcul permettant d’obtenir le coiit en 2030.

2030 correspond & 2020 + 10, soit n = 10 : le cofiit pour 1 kWh en 2030 est c1p = 0,15 x 1,060 (calcul

non demandé).

B.4.a Que représentent les variables c et S du programme Python ?

c représente le coiit (en euros) d’'un kWh pour 'année considérée. S représente 1’économie totale
cumulée (en euros) depuis 2020 : & chaque tour de boucle, on ajoute ’économie de I'année (2000

kWh non achetés, au prix c), puis on met a jour 'année et le prix.

B.4.b Le programme affiche 16. Interpréter ce résultat.

Il faut 16 années pour que I’économie cumulée dépasse 7 000 €, le coiit de I'installation :

selon ce modele, I'investissement de Camille est rentabilisé en 2020 + 16 = 2036.

Bac Premiére 2026 — Centres étrangers G1 (SPECIFIQUE)

1. Calculer B; et interpréter le résultat.

By =900 — 10 = 890. En 2026, le club de basketball comptera environ 890 adhérents.

2. Exprimer B, en fonction de n.

Le club perd 10 adhérents chaque année (suite arithmétique de raison —10) : B,, = 900 — 10n.

3. Justifier que le club aura perdu plus de 10 % de ses adhérents entre 2025 et 2035.
2035 correspond a n = 10 : Bjg = 900 — 10 x 10 = 800.
Une baisse de 10 % par rapport & 900 correspond & 900 x 0,9 = 810 adhérents.

Comme 800 < 810, le club aura bien perdu plus de 10 % de ses adhérents entre 2025 et
2035.

4. Par lecture graphique, estimer le nombre d’adhérents au handball en 2028.

2028 correspond a n = 3 (2025 + 3) : par lecture graphique, on estime a environ 350 adhérents.

5. Quelle est la nature de la suite (H,) ? Préciser son premier terme et sa raison.

La relation H, 1 = 1,2 x H,, montre que (H,) est géométrique de raison 1,2, de premier terme
Hy = 200.
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6. A partir de quelle année le handball dépassera-t-il le basketball en nombre d’adhé-

rents 7
B7; =900 — 7 x 10 = 830 et, par lecture graphique, H7 ~ 717 < 830 : Hy < Bj.
Bs =900 — 8 x 10 = 820 et, par lecture graphique, Hg ~ 860 > 820 : Hg > Bs.

C’est donc a partir de 2033 (20254 8) que le club de handball comptera plus d’adhérents
que le club de basketball.

Bac Premieére 2026 — Centres étrangers G1 (SPE)

A.l.a Calculer u;.

ug = 1 et la hauteur augmente de 0,4 m par an : u; =1+0,4 = 1,4 m.

A.1.b Quelle sera la hauteur de ’arbre deux ans aprés sa plantation ?

ur =u; +04=14+04=1,8 m.

A.2 Quelle est la nature de la suite (u,) ? Justifier.

La hausse de 0,4 m par an se traduit par u,+1 = u, +0,4 : (u,) est arithmétique de raison 0,4,

de premier terme ug = 1.

A.3 Exprimer u, en fonction de n.

(up) étant arithmétique : u, = up +n x 0,4 = 0,4n + 1.

A.4 Au bout de combien d’années le miirier atteindra-t-il 9 métres ?

Up, =9 <= 04n+1=9 <= 04n =8 <= n = 20 : c’est 20 ans apres sa plantation que

Parbre atteindra 9 meétres.

B.1 Quelle est la nature de la suite (v,) ? Justifier.

Le nombre de nouvelles branches double chaque année : v,11 =2 X v, : (v,) est géométrique de

raison 2, de premier terme vg = 2.

B.2.a Montrer que, trois ans apres la plantation, ’arbre posséde 30 branches en tout.
Un an apres, 4 nouvelles branches sont apparues, pour un total de 6 branches.
Deux ans apres, il apparait 4 x 2 = 8 nouvelles branches, pour un total de 6 + 8 = 14 branches.

Trois ans apres, il apparait 8 x 2 = 16 nouvelles branches, pour un total de 14+ 16 = 30 branches,

ce qui correspond bien a la valeur annoncée.
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B.2.b Interpréter la valeur 4094 affichée par le programme Python.

La variable ‘v¢ stocke les termes successifs de (vy,) (nouvelles branches), et ‘total‘ le nombre total de
branches, actualisé a chaque tour de boucle. La boucle s’exécutant 10 fois : 4094 est le nombre

total de branches du miirier, 10 ans aprés sa plantation.

Bac Premiere 2026 — Centres étrangers G1 (TECHNO)

Affirmation 1 : us = 47, avec uyp = 5 et up+1 = 2u, + 1. Vrai ou faux?
up =2x54+1=11,up=2x11+1=23, ug =2 x 23+ 1=47.

L’affirmation 1 est VRAIE.

Affirmation 2 : V11 = 1,1V,, + 200 modélise une perte d’un dixiéme d’abonnés puis un

gain de 200. Vrai ou faux?

Perdre un dixieme des abonnés revient & en conserver les neuf dixiémes, soit multiplier par 1 — -+ =

10
0,9, puis ajouter 200 : V, 1 = 0,9V, + 200.

La formule proposée (1,1V;, + 200) correspondrait a une hausse de 10 %, pas a une perte d'un

dixiéme.
L’affirmation 2 est FAUSSE.

1
Affirmation 3 : w,, = (n + 4)/3 est arithmétique de premier terme 4 et de raison 3" Vrai
ou faux?
0+4 4
=——=_-#4
wo =g =g F

L’affirmation 3 est FAUSSE (le premier terme est %, pas 4).

3
Affirmation 4 : la probabilité qu’un éléve se rende au lycée en bus est 1 Vrai ou faux ?

150 3

L’affirmation 4 est VRAIE.
Affirmation 5 : sachant que I’éléve a pris le bus, la probabilité que ce soit un garcon est
0,6. Vrai ou faux?

Parmi les 150 éleves prenant le bus, 90 sont des filles, donc 150 — 90 = 60 sont des garcons.

60
Ppys(Gargon) = 150~ 0,4 # 0,6.

L’affirmation 5 est FAUSSE.
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Bac Terminale 2025 — Amérique du Nord (jour 2)

Partie A — 1.a On considére la suite (u,) définie par vy = 2 et u,y; = \/u,. Donner la

valeur exacte de u; et uo.
up = Jup = V2 et ug = Jur = V2.

Partie A — 1.b Emettre une conjecture, a la calculatrice, sur le sens de variation et la

limite éventuelle de la suite.

A la calculatrice, on conjecture que la suite (u,) est décroissante et converge vers 1.

Partie A — 2.a Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, 1 < u,1+1 < up.
Initialisation : vy = V2 =~ 1,414 et ug = 2, donc 1 < u; < ug : la propriété est vraie au rang 0.

Hérédité : on suppose que, pour un entier n, 1 < u,+1 < u,. La fonction racine carrée étant

croissante sur RT : /1 < | [Un+1 < y/Up, SOit 1 < upto < Upt1 @ la propriété est vraie au rang n+ 1.

Conclusion : par récurrence, pour tout entier naturel n, 1 < upy1 < Up.-

Partie A — 2.b En déduire que la suite (u,) est convergente.

D’apres la question précédente, (u,) est minorée par 1 et décroissante : toute suite décroissante et

minorée étant convergente, (u,) converge vers une limite ¢ > 1.

Partie A — 2.c Résoudre dans [0; +oo[ I’équation /z = x.

2 2

Pourz>20:\z =0 <= z=2° <= 2*—2=0 < z(z—1)=0 <= z=0o0uzx=1.

L’équation admet deux solutions sur [0 ; oo : 0 et 1.

Partie A — 2.d Déterminer, en justifiant, la limite de la suite (uy).

(uy) converge vers ¢ et vérifie u,+1 = f(uy) avec f la fonction racine carrée, continue sur [0 ; +oof :

par le théoréme du point fixe, ¢ est solution de f(z) = x.
D’apres la question précédente, les solutions sont 0 et 1, et comme ¢ > 1, on a £ = 1.

La suite (u,) converge vers 1.

Partie B— 1.a On pose v, = In(u,). Démontrer que la suite (v,) est géométrique de raison
1
5-

. 1 1
Pour tout entier naturel n : v, 11 = In(up41) = In(y/uy,) = 3 In(uy,) = S Un:

1
(vp,) est géométrique de raison 2 de premier terme vy = In(up) = In(2).

10
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Partie B — 1.b Exprimer v, en fonction de n.
e x 1\" In(2)
Un = Vo 5 = on
Partie B — 1.c En déduire que, pour tout entier naturel n, In(2) = 2 In(u_n).

In(2) In(2)
o ona —o

Comme v, = In(u,) et v, = = In(uy,), soit In(2) = 2" In(uy,).

Partie B — 2.a Déterminer a la calculatrice le plus petit entier naturel k tel que uy
appartienne a ]0,99; 1,01[, et une valeur approchée de u; & 107> preés.

A la calculatrice, pour tout k < 7, u; > 1,01, et ur &~ 1,00543 : la plus petite valeur est k = 7.

Partie B — 2.b En déduire une approximation de In(uy).

En prenant z — 1 comme approximation de In(x) pour z €]0,99 ; 1,01] : In(u7) =~ ur — 1 =~ 0,00543.

Partie B — 2.c Déduire des questions précédentes une approximation de In(2).

D’aprés ce qui précede, In(2) ~ 27 In(uy) ~ 27 x 0,00543 ~ 0,695.

Partie B — 3. On généralise a tout réel a strictement supérieur a 1. Compléter 1’algo-
rithme Python (from math import *; def Briggs(a) : n=0; while a>=1.01 : a=sqrt(a) ;
n=n+1; L=...; return L) pour que Briggs(a) approche In(a).

En s’appuyant sur la relation In(a) ~ 2"(a — 1) établie précédemment, il faut compléter la ligne par
‘L = 2n * (a-1)".

Bac Terminale 2025 — Asie (jour 1)

Partie A — 1. Un patient prend 2 mL de médicament chaque heure. On pose u; = 2 et

Un+1 = 2+ 0,8u, pour tout n > 1 (u_n = quantité présente aprés n prises). Calculer us.
Uy =24+08xu; =24+08x2=2+1,6=3,6 mL.

Partie A — 2. Montrer par récurrence que u, = 10 — 8 x 0,8"~! pour tout entier n > 1.
Initialisation : pour n =1, 10 — 8 x 0,8 = 10 — 8 = 2 = u; : la propriété est vraie au rang 1.

Hérédité : on suppose que, pour un entier n > 1, u, = 10 — 8 x 0,8~ 1. Alors : u,41 = 2+0,8u, =

240,810 -8 x 0,8 1) =2+8—-8x0,8" =10~ 8 x 0,8" : la propriété est vraie au rang n + 1.

Conclusion : par récurrence, pour tout entier naturel n > 1, u, = 10 — 8 x 0,87~ 1.

11
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Partie A — 3. Déterminer la limite de u, et interpréter.
Comme —1 < 0,8 <1, lim 08" ! =0, donc lim wu, = 10.
n—-+oo n——+oo
Cela signifie qu’apres un grand nombre de prises, la quantité de médicament dans I'organisme se

rapproche indéfiniment de 10 mL, sans jamais 'atteindre.

Partie A — 4. L’inéquation uy > 10 admet-elle des solutions pour N entier naturel non

nul 7 Interpréter.
uy =10 <= 10—-8x0,8V"1>10 = —-8x0,8¥"1>0.
Or —8 x 0,8V~ est strictement négatif pour tout N : cette inéquation n’a pas de solution.

Cela signifie que la quantité de médicament dans 1’organisme reste toujours strictement inférieure

a 10 mL, quel que soit le nombre de prises.

Partie A — 5. Déterminer a partir de combien de prises la quantité de médicament est

strictement supérieure a 9 mL.

(en divisant par

|

U, >9 <= 10-8x08"!1>9 << -8x08"!>-1 < 08"!<
—8 < 0, ce qui inverse le sens de I'inégalité).

En passant au logarithme népérien (croissant) : (n — 1)In(0,8) < —In(8), et comme In(0,8) < 0 :
In(8)
In(0,8)

Les solutions entiéeres sont donc les entiers n > 11 : c’est a partir de la 11e prise que la quantité

n—1>-—

~ 9,3, soit n > 10,3.

dépasse 9 mL.

Partie B — 1. On pose S, = (u; + uz + - - - + u,)/n. Calculer Ss.

g _up + U2 _2+3,6_
T2 T 2

2,8.

Partie B — 2. Montrer que u; +uo + - -+ + u, = 10n — 40 4 40 x 0,8™.

En sommant D’expression explicite de uj, pour k de 1an : >0 jup = > p_; (10—8x 0,871 =
10n — 8> 7, 0,81

1-08"
1-0,8
Donc S, uy, = 10n — 8 x 5(1 — 0,8") = 100 — 40 + 40 x 0,8".

8]{71 —

La somme géométrique Y, _, 0, =5(1-0,8").

Partie B — 3. Calculer la limite de S,,.

40 40
D’apres la question précédente, S, = 10 — — + — x 0,8".
n n

lim — =0et lim 0,8" =0, donc lim S, = 10 : la quantité moyenne de médicament tend
n—+oo N n—-+oo n—-+4oo

elle aussi vers 10 mL.

12
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Partie B — 4. On donne la fonction mystere(k) (n=1, s=2; while s<k : n=n+1, s=10-
40/n+40*0.8*%*n/n; return n). Que représente mystere(9) ?

La fonction calcule les termes successifs de S,, (avec la formule explicite de la question précédente)
jusqu’a ce que S,, dépasse le seuil £ : ‘mystere(9)* renvoie donc le premier rang n a partir duquel
la quantité moyenne de médicament dans 1’organisme dépasse 9 mL.

Partie B — 5. Justifier que cette valeur est strictement supérieure a 10.

D’apres la partie A, u, < 9 pour tout n < 10 (la quantité ne dépasse 9 mL qu’a partir de la 11e

prise).

Or S, est la moyenne de uy, ... u, : si tous les u; (pour k < 10) sont inférieurs a 9, alors Sjo l'est

aussi.

La valeur renvoyée par ‘mystere(9) est donc nécessairement strictement supérieure a 10.

Bac Terminale 2025 — Centres étrangers G1 (jour 2)

Partie A — 1. Une population animale du milieu A est modélisée par une suite géo-
métrique (u,), up = 6 (en milliers), de raison 0,93 (n = années depuis 2025). Donner la

population au ler janvier 2026.

up = up x 0,93 =6 x 0,93 = 5,58 (milliers), soit 5 580 individus.

Partie A — 2. Exprimer u, en fonction de n.

(up) étant géométrique de premier terme 6 et de raison 0,93 : u,, = 6 x 0,93".

Partie A — 3. Déterminer la limite de (u,,) et interpréter.

Comme 0,93 €] —1; 1], lim 0,93" =0, donc lim w, =0.

n—-+o0o n—-+o0o
Cela signifie qu’au bout d’un grand nombre d’années, la population du milieu A tend vers 'extinc-

tion.
Partie B — 1. On modélise la population du milieu B par vy = 6 et v,,11 = —0,0502 + 1,1v,,.
Donner la population au ler janvier 2026.

v1 = —0,05 x 62+ 1,1 x 6 = —1,8 + 6,6 = 4,8 (milliers), soit 4 800 individus.
Partie B — 2. On pose f(x) = —0,05x2 + 1,1x sur [0; +oo[. Démontrer que f est croissante
sur [0; 11].

f est dérivable sur [0 ; +ool : f/(x) = —0,1x + 1,1.

1,1
f(x) 20 < <=

=11: f est donc croissante sur [0 ; 11].

o
—

)

13
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Partie B — 3. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, 2 < v, < v, < 6.
Initialisation : vg = 6 et v; = 4,8, donc 2 < v; < vy < 6 : la propriété est vraie au rang 0.

Hérédité : on suppose que, pour un entier n, 2 < vp41 < vy, < 6. Comme vy, vp11 € [0; 11] et que
f est croissante sur [0 ; 11] : f(2) < f(vpt1) < f(vn) < f(6).

Or f(2) = —0,05 x 4 +2,2 = 2 et f(6)

vraie au rang n + 1.

vy = 4,8 < 6, donc 2 < vpyo < Upt1 < 6 : la propriété est

Conclusion : par récurrence, pour tout entier naturel n, 2 < v,11 < v, < 6.

Partie B — 4. En déduire que la suite (v,) est convergente vers une limite .

D’apres la question précédente, (v, ) est décroissante (car vy,4+1 < vy,) et minorée par 2 : toute suite

décroissante et minorée étant convergente, (v,) converge vers une limite ¢ > 2.

Partie B — 5.a Justifier que vérifie f( ) = , puis en déduire la valeur de .
(vp,) vérifie v,41 = f(v,) avec f continue : d’apres le théoréme du point fixe, ¢ vérifie f(¢) = £.
fl)=t < —0,052+1,14 =( <= 0,05/2—-0,14 =0 <= 0,05((£{—2) =0, soit £ =0 ou { = 2.

Comme ¢ > 2, on a { = 2.

Partie B — 5.b Interpréter ce résultat.

Au bout d’un grand nombre d’années, la population du milieu B se stabilise autour de 2 000

individus, soit le tiers de la population initiale.

Partie C — 1. En résolvant une inéquation, déterminer ’année a partir de laquelle la

population du milieu A sera strictement inférieure a 3 000 individus.

1
On cherche u, <3 < 6x0,93" <3 < 093" < —.

2
En passant au logarithme népérien (croissant) : n1n(0,93) < —In(2), et comme In(0,93) < 0 :
In(2)
> —————— =~ 9,55, soit n > 10.
In(0,93) 0% ST

La population du milieu A passera sous 3 000 individus a partir de 2035.

Partie C — 2. A l’aide de la calculatrice, déterminer ’année a partir de laquelle la

population du milieu B sera strictement inférieure a4 3 000 individus.

(vp,) étant décroissante, on calcule : v5 ~ 3,14 et vg ~ 2,96 : la population du milieu B passera
sous 3 000 individus & partir de 2031 (n = 6).

14
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Partie C — 3. Justifier qu’a partir d’une certaine année, la population du milieu B

dépassera celle du milieu A.

(uy) converge vers 0 et (v,) converge vers 2, toutes deux décroissantes a partir de la méme valeur

initiale ug = vg = 6 : il existera donc nécessairement un rang N a partir duquel vy > un.

Partie C — 4.a Compléter le programme Python (n=0, u=6, v=6; while ... : u=...;
v=...; n=n-+1; print(2025+n)) pour qu’il affiche ’année ou la population B dépasse la
population A.

Il faut compléter par ‘while u >= v :*, ‘u = 0.93*%u‘, ‘v = -0.05*v2+1.1*v* (les formules de

récurrence des deux suites).

Partie C — 4.b Déterminer I’année affichée aprés exécution du programme.

A la calculatrice : uja ~ 2,51 et vy ~ 2,41 (encore u > v); uiz ~ 2,34 et vi3 ~ 2,36 (désormais

v > u) : le programme affiche 2038.

Bac Terminale 2025 — Métropole (jour 1)

Partie A — 1. Une zone de 20 ha voit sa posidonie occuper 1 ha au ler juillet 2024

(uo = 1). On modélise u, 1 = 0,02u2 + 1,3u,. Calculer la superficie au ler juillet 2025.

up = —0,02x124+1,3x1=1,28: 1,28 ha.
Partie A — 2.a On pose h(x) = —0,02x> + 1,3x sur [0; 20] (croissante). Démontrer que,
pour tout entier naturel n, 1 < uy, < up41 < 20.

Initialisation : ug =1 et u; = 1,28, donc 1 < ug < u; < 20 : la propriété est vraie au rang 0.

Hérédité : on suppose que, pour un entier n, 1 < uy < up+1 < 20. Comme h est croissante sur
8

u
[0; 20] : A(1) < h(up) < h(up+1) < h(20), soit 1,28 < upt+1 < Upy2 < 18.
Comme 1 < 1,28 et 18 < 20 : 1 < upt1 < Unto < 20 : la propriété est vraie au rang n + 1.

Conclusion : par récurrence, pour tout entier naturel n, 1 < uy < up41 < 20.

Partie A — 2.b En déduire que la suite (u,) converge, vers une limite L.

D’apres la question précédente, (u,) est croissante et majorée par 20 : elle converge donc vers

une limite L € [1 ; 20].

15
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Partie A — 2.c Justifier que L = 15.
(uy,) vérifie up,11 = h(uy) avec h continue : L est solution de h(z) = z.
h(z) =2 <= —0,0222 +032=0 <= —0,02z(x —15) =0 <= z=0ouz = 15.

Comme L € [1; 20], seule z = 15 convient : L = 15.

Partie A — 3.a Sans calcul, justifier que la surface dépassera 14 hectares.

(un) converge vers 15 : tout intervalle ouvert contenant 15, comme |14 ; +oo[, contient tous les

termes de la suite & partir d’un certain rang. La surface dépassera donc bien 14 ha.

Partie A — 3.b Compléter ’algorithme (def seuil() : n=0, u=1; while ... : n=...; u=...;

return n) pour qu’il affiche ’année ou la surface dépasse 14 ha.

Il faut compléter par ‘while u <= 14 :*, ‘n = n+1¢, ‘u = -0.02*u2 4+ 1.3*u’ L’appel ‘seuil()

renvoie 18 (car uj7 ~ 13,8 et uig ~ 14,1).

Partie B — On modélise f(t) (superficie au temps t, en continu) avec f(0)=1, f ne s’annu-
lant pas, dérivable, solution de (E;) : y’ = 0,02y(15—y). On pose g(t) = 1/f(t). Montrer
que g est solution de (E;) : y’ = —0,3y + 0,02.
f't) _0,02f(#)(A5 — f()) _  0,02(15 — f(¢)) 1
gt = — _ __ — 03X~ 40,02 = —0,3g(t) +0,02.
0="Fep (P 0 0 "

g est donc bien solution de (E»).

Partie B — 2. Donner les solutions de (FE3).

1
Les solutions de (F2) sont les fonctions t — Ce %3t + — avec C € R (solution particuliere
constante 00’?32 = %5 plus solution homogene).

Partie B — 3. En déduire que, pour tout t > 0, f(t) = 15 / (14e %% + 1).

1 1 14
9g0) = —==1,doncC+ —=1 <= C=—

f(0) 15 15°
14 1 1 1 15
t = — _073t _ d t = = = .

Partie B — 4. Déterminer la limite de f en +o0.

lim e %3 =0, donc lim (14793 + 1) = 1, et par quotient lim f(¢) = 15 : cohérent avec le
t—+o0 t—+o00 t—+o00

modele discret.
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Partie B — 5. Résoudre f(t) > 14 sur [0; +oo[ et interpréter.

15

Tieos g o = 15> 14(14e793 £1) <= 1 > 196703 = ¢ 03 <

ft) > 14 <=
1

196

In(196)
0,3 °

En passant au logarithme : —0,3t < —In(196) <~— ¢ >

In(196)

0,3
mois) pour dépasser 14 ha, cohérent avec le modele discret.

L’ensemble des solutions est ; +o0|, soit t > 17,6 : il faudra environ 17,6 ans (17 ans et 7

Bac Terminale 2025 — Polynésie frangaise (jour 2)

Partie A — 1.a Une donnée binaire (0 ou 1) est transmise de machine en machine,
fidelement (90 %) ou de fagon contraire (10 %). V,, : « la n-iéme machine détient 1 ».

Compléter ’arbre de probabilité.

Chaque transmission fidele a une probabilité 0,9 et chaque transmission contraire 0,1 : 'arbre a

pour branches Py, (Vi41) = 0,9, Py, (Vat1) = 0,1, Pp(Vig1) = 0,1, P(Viy1) = 0,9.

Partie A — 1.b Démontrer que P(V3) = 0,82 et interpréter.
{V3,V5} forme une partition, donc, d’aprés la formule des probabilités totales : P(V3) = P(V3) x
PV2(V3) + P(vZ) X P@(VE’))
P(Va) = 0,9 (car P(V4) = 1), donc P(V3) = 0,9 x 0,9+ 0,1 x 0,1 = 0,81 + 0,01 = 0,82.

Cela signifie qu’il y a 82 % de chances que la troisieme machine détienne la valeur 1.

Partie A — 1.c Sachant que la troisieme machine a recu 1, calculer la probabilité que la

deuxiéme ait aussi recu 1.

P(VanVs)  09x09 81
Py (V) = — — 22~ 0,988,
v (V2) P(Vs) 0,82 g2’

Partie A — 2.a On note p, = P(V,), p1 = 1. Démontrer que, pour tout entier n > 1,
Pn+1 = 0,8pn, +0,1.

{Vi,Va} forme une partition, donc pny1 = P(Vy) X Py, (Vag1) + P(Vi) X Py (Vig1) = 0,9pn +0,1(1—
Pn)-

Pn+1 = 0,9p, +0,1 — 0,1p,, = 0,8p,, + 0,1.
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Partie A — 2.b Démontrer par récurrence que, pour tout entier n > 1, p,, = 0,5x0,8"714-0,5.
Initialisation : pour n =1, 0,5 x 0,8 +- 0,5 = 0,54+ 0,5 = 1 = p; : la propriété est vraie au rang 1.

Hérédité : on suppose que, pour un entier n > 1, p, = 0,5x0,8"14+0,5. Alors : p,41 = 0,8p,+0,1 =
0,8(0,5 x 0,8"~1 +0,5) + 0,1 = 0,5 x 0,8" + 0,4 + 0,1 = 0,5 x 0,8" + 0,5 : la propriété est vraie au
rang n + 1.

Conclusion : par récurrence, pour tout entier naturel n > 1, p, = 0,5 x 0,8"~1 +0,5.

Partie A — 2.c Calculer la limite de p, et interpréter.
Comme —1 < 0,8 <1, lim 0,8 ' =0, donc lim p, =0,5.
n—+00 n—r+00

Quand le nombre de machines tend vers l'infini, la probabilité que la derniere détienne la valeur 1

tend vers 0,5 (la donnée devient totalement aléatoire).

Partie B — 1. On donne un script Python simulation(n) (donnee=1; puis pour chaque
étape : if rand()<0.1 : donnee=1-donnee). Déterminer le role des lignes « if rand()<0.1

» et « donnee=1-donnee ».

‘rand()‘ renvoie un nombre aléatoire de [0 ; 1[; la condition ‘rand()<0.1¢ est donc vraie avec une

probabilité de 0,1 (proportionnelle & la longueur de 'intervalle [0 ; 0,1]).

Cette ligne simule donc I’événement « transmission contraire » (probabilité 0,1); la ligne ‘donnee =

1 - donnee* inverse alors la valeur (0 devient 1, 1 devient 0), simulant cette transmission contraire.

Partie B — 2. Calculer la probabilité que simulation(4) renvoie [1,1,1,1,1] et que simu-

lation(6) renvoie [1,0,1,0,0,1,1].
[1,1,1,1,1] correspond & 4 transmissions fideles successives : P = 0,9* = 0,6561 ~ 0,656.

[1,0,1,0,0,1,1] correspond & 3 transmissions contraires, puis fidele, puis contraire, puis fidele : P =
0,13 x 0,9 x 0,1 x 0,9 = 0,92 x 0,1* = 8,1 x 107° ~ 0,000 (au milliéme).

Bac Terminale 2024 — Asie (jour 1)

Affirmation 1. Toute suite décroissante et minorée par 0 converge vers 0. Vraie ou fausse ?

Une telle suite converge vers une limite ¢ > 0, mais pas nécessairement 0 : par exemple, la suite

1
uy = 1+ — est décroissante, minorée par 0, et converge vers 1. L’affirmation est fausse.
n
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—9" 43"
7TL

_qn n n 1 n n 1 n
% == (3) (1 - <3) ) ; comime (2) — +ooet 1— (3) — 1, le majorant tend vers

Affirmation 2. Si, pour tout entier n, u, < , alors limu,, = —0c0. Vraie ou fausse ?

m u, = —oo. L’affirmation est vraie.

Par comparaison, li
n—-+00

Affirmation 3. La fonction Python ‘terme(N)¢ initialise U=1 puis effectue U=U+1i pour

i dans range(IN). L’appel terme(4) renvoie 7. Vraie ou fausse ?

Les valeurs successives de U sont : 1 +0 =1, puis 1 +1 =2, puis 2+2 =4, puis 4+ 3 = 7.

L’affirmation est vraie.

Affirmation 4. Prix A : 1 000 € par jour pendant 15 jours. Prix B : 1 € le ler jour, la
somme double chaque jour pendant 15 jours. Le prix A vaut plus que le prix B. Vraie

ou fausse ?
Prix A : 1000 x 15 = 15000 €.

Prix B : somme des 15 premiers termes de la suite géométrique de premier terme 1 et de raison 2,

515
soit =21 _1=232767 €.

32767 > 15000 : Paffirmation est fausse, le prix B est nettement plus avantageux.

n
Affirmation 5. La suite v, = /ln(az) dz (pour n > 1) est croissante. Vraie ou fausse ?
1
n+1
Par la relation de Chasles : vp4+1 — v, = / In(z) dz.

n
Sur [n; n+1] C[1; 4oof, In(z) > 0 : cette intégrale est positive, donc vy,41 > v,. L’affirmation

est vraie.

Bac Terminale 2024 — Asie (jour 2)
Partie A — 1. Soit f(z) = 2> — zIn(z) sur |0 ; +oo[. Déterminer les limites de f en 0 et en
+00.

En 0 : 22 — 0 et, par croissances comparées, z In(z) — 0 : lin% f(z)=0.
T—

1 |
En +oo : f(x) = 2?2 <1 - 11(37))7 avec M — 0 : le facteur entre parentheses tend vers 1, et
x x

2?2 = 400, donc lim f(z) = +o0.
T—+00
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Partie A — 2. Calculer f'(z) pour tout réel = > 0.

f'(x) =2x —In(z) — 2z x % =2z —1—In(x).

22 — 1
Partie A — 3. Montrer que f"(z) = i
x
1 2z-1
Fla)y=2-—=="—.
T T

Partie A — 4. Etudier les variations de f’ sur |0 ; +oo[ et dresser son tableau de variations

(avec la valeur exacte de I’extremum).

1
Sur |0 ; 400, x > 0, donc f”(z) est du signe de 2z — 1 : négatif sur ]0 ' 3 [, positif au-dela.

;:f’<;> :1—1—1n<;> ~In(2).

f! décroit puis croit, avec un minimum en z = —

Partie A — 5. Montrer que la fonction f est strictement croissante sur |0 ; +ool.

Le minimum de f’ vaut In(2) > 0 : f/(z) > 0 sur tout l'intervalle, donc f est strictement

croissante sur ]0 ; +ool.

Partie B — 1. Soit g(z) = z — In(z) sur |0 ; +oo[. Calculer ¢'(z) et dresser le tableau des
variations de g.

1 —1
Jx)y=1——-= v , du signe de x — 1 : g décroit sur |0 ; 1] puis croit sur [1 ; 400, avec un
x x

minimum ¢g(1) =1-0=1.
Partie B — 2. Sachant que 1 est I’unique solution de g(z) = 1, résoudre I’équation f(z) =z
sur |0 ; +ool.

2

f) =2 < 22 —zln(z) —2=0 < z(z—1-1In(z)) = 0; comme z > 0, cela équivaut &

x —In(z) =1, soit g(x) = 1.
L’unique solution est donc = = 1.

1
Partie C — 1. Soit (u,) définie par uy = B et u,+1 = f(u,). Montrer par récurrence que,

1
pour tout n, 3 < Up < Uptr <10

1 In(2 1
T+ ng ) ~ 0597, done .

1
Initialisation : u; = f <) = < ug < up < 1:vrai au rang 0.

2
e svens 1 . . 1
Hérédité : si 3 < up < Up+1 < 1, la stricte croissance de f donne f 3 S Upt1 < Upt2 < f(1) =
2

1 1
1; comme f <2> ~ 0,6 > —, 'encadrement est vrai au rang n + 1.

. . 1
Conclusion : par récurrence, pour tout n € N, 5 < Up € Upg1 < 1.
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Partie C — 2. Justifier que la suite (u,) converge.

1
(up) est croissante et majorée par 1 : elle converge vers une limite ¢ avec = < ¢ < 1.

Partie C — 3. Sachant que la limite vérifie f(¢) = ¢, déterminer /.

D’apres la partie B, ’équation f(z) = z a pour unique solution 1 sur |0 ; +oo[ : £ = 1.

Bac Terminale 2024 — Asie (jour 2)

1. Léa estime que si elle gagne une partie, elle gagne la suivante dans 70 % des cas; si
elle perd, elle gagne la suivante avec probabilité 0,2; et g; = 0,5. Quelle est la valeur de
Pg,(D2)?

Si Léa gagne la premiére partie, elle perd la deuxiéme dans 1 — 0,7 = 0,3 des cas : Pg, (D2) = 0,3.
2. Compléter I’arbre de probabilités des deux premieéres parties.

P(G1) =0,5, P(D1) =0,5; Pg,(G2) =0,7, Pg,(D2) =0,3; Pp,(G2) =0,2, Pp,(D2) =0,8.
3. Calculer gs.

Par les probabilités totales : go = 0,5 x 0,7+ 0,5 x 0,2 = 0,35+ 0,1 = 0,45.

4.a Compléter ’arbre pour les parties n et n + 1.

Depuis Gy, (probabilité g,,) : Pg, (Gn+1) = 0,7, Pg, (Dny1) = 0,3; depuis D,, (probabilité 1 — g,) :
Pp, (Gni1) = 0,2, Pp, (Dps1) = 0.8.

4.b Justifier que, pour tout entier naturel n non nul, g,; = 0,59, + 0,2.
{Gy,D,} forme une partition : gp+1 = gn X 0,7+ (1 —g,) x 0,2 = 0,7g, + 0,2 — 0,2g,, = 0,5¢g,, + 0,2.

5.a On pose v, = g, — 0,4. Montrer que (v,) est géométrique, en précisant premier terme

et raison.

Unt1 = gn+1 — 0,4 = 0,59, — 0,2 = 0,5(v,, + 0,4) — 0,2 = 0,50y, : (vy,) est géométrique de raison
0,5, de premier terme v; = 0,5 — 0,4 = 0,1.

5.b Montrer que, pour tout n non nul, g, = 0,1 x 0,51 + 0,4.

vy =v1 X 0,571 =0,1 x0,5""!, donc ¢, = v, + 0,4 =0,1 x 0,5""1 +0,4.

6. Etudier les variations de la suite (g,)-

Gnt1—gn = 0,1x0,5"71(0,5—1) = —0,1 x 0,5" < 0 : la suite (g,) est strictement décroissante.
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7. Donner la limite de la suite (g,,) et interpréter.

Comme —1 < 0,5<1,05" 1 =0: lirf gn = 0,4. Sur le long terme, Léa gagne environ 40 % de
n—-+0o0o

ses parties.

8. Déterminer, par le calcul, le plus petit entier n tel que g, — 0,4 < 0,001.
0,1 x 0,571 < 0,001 <= 0,5""!<0,01 <= (n—1)In(0,5) <1In(0,01).
In(0,01) . .
n—12> W ~ 6,64 (le sens change car In(0,5) < 0), donc n > 7,64 : le plus petit entier est
n b

n =
9. Compléter la fonction Python ‘seuil(e)‘ (initialisée avec g=0.5, n=1) pour qu’elle
renvoie le plus petit rang a partir duquel g, < 0,4 + e.

Ligne 4 : ‘while g > 0.4 4+ e :*; ligne 6 : ‘n = n 4 1°

Bac Terminale 2024 — Centres étrangers - Groupe 1 (jour 2)

1. Un sac contient 8 jetons numérotés de 1 a 8; on pioche trois fois avec remise et on

note la liste ordonnée des numéros. Déterminer le nombre de tirages possibles.

Chaque pioche offre 8 possibilités, avec remise : il y a 8 = 512 tirages possibles.

2.a Déterminer le nombre de tirages sans répétition de numéro.

Sans répétition, on a 8 choix pour le premier numéro, 7 pour le deuxieme, 6 pour le troisieme :

8 X 7 x 6= 336 tirages.

2.b En déduire le nombre de tirages contenant au moins une répétition.

512—336 = 176 tirages avec au moins une répétition (complémentaire des tirages sans répétition).

3. On note X le numéro du premier jeton pioché. Etablir la loi de probabilité de X;.

Les jetons étant indiscernables, la loi est équirépartie : P(X1 = k) = 3 pour chaque k de 1 a 8.

4. Déterminer ’espérance de X;.

1+24---+8 36
Rk L Y

B(X) = 8 8

5. On pose S = X7 + X5 + X3. Déterminer ’espérance de S.

Par linéarité, et les trois variables suivant la méme loi : E(S) =3 x E(X;) =3 x 4,5 = 13,5.
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6. Déterminer P(S = 24).

1

La somme 24 n’est réalisée que par le tirage (8; 8; 8), une issue sur 512 : P(S =24) = B

7.a Un joueur gagne un lot si S > 22. Justifier qu’il existe exactement 10 tirages gagnants.

S = 24 : uniquement (8;8;8), soit 1 tirage. S = 23 : la somme 7+8+8, avec 3 positions possibles

pour le 7, soit 3 tirages.

S = 22 : les sommes 6+8+8 et 74748, chacune donnant 3 tirages (3 positions du numéro isolé),

soit 6 tirages.

Total : 1+ 3+ 6 = 10 tirages gagnants.

7.b En déduire la probabilité de gagner un lot.

10 5
P(S>22) = — = —.
(5 ) 512 256
Bac Terminale 2024 — Centres étrangers - Groupe 1 (jour 2)

Partie A — 1. Soit f(z) = Vo +1 sur [0 ; +oo[. Démontrer que f est croissante sur cet
intervalle.

fa) = —

2V +1

> 0 sur [0; 400 : f est croissante.

—2 441

r= —.

ve+1l+zx
Ve+1-z)(Vz+1+z) (z+1)—2a?
vr+1l+zx vr+1l+zx

Partie A — 2. Démontrer que, pour tout x >0, f(z) —

En multipliant par la quantité conjuguée : /x + 1—x =

—2?+x+1
Vr+l+z

1+
2

S

Partie A — 3. En déduire que I’équation f(x) = r admet pour unique solution ¢ =

sur [0 ; +ool.

Le dénominateur étant strictement positif, f(r) = x <= —2?+x+ 1 =0, de discriminant A = 5.

£V 1-48 1445
2

>0 et 5 < 0 : seule la premiére appartient a [0 ; +oo[. £ = 5

Les racines sont

(le nombre d’or).

Partie B — 1. Soit (u,,) définie par uyp =5 et u,+1 = f(u,). Démontrer par récurrence que,

pour tout n, 1 < up41 < Up.
Initialisation : u; = V6 ~ 2,45, donc 1 < w1 < ug = 5 : vrai au rang 0.

Hérédité : si 1 < U,y 1 < Up, la croissance de f donne f(1) = V2 < Upio < Uny1, et /2 > 1 : vrai

au rang n + 1.
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Conclusion : par récurrence, pour tout n € N, 1 < upqq < Up.

Partie B — 2. En déduire que la suite (u,) converge.
(up) est décroissante et minorée par 1 : elle converge.

1+
2

f étant continue sur [0 ; 4oo], la limite vérifie f(¢) = ¢; d’apres la partie A, I'unique solution de

=

Partie B — 3. Démontrer que la suite (u,) converge vers ¢ =

cette équation est : c’est la limite de la suite.

Partie B — 4.a Un script Python ‘seuil(n)‘ compte les itérations nécessaires pour que

|ui — €] < 107", Donner la valeur renvoyée par seuil(2).

A la calculatrice, |us — €] = 0,02 > 1072 et |us — £| ~ 0,007 < 10~2 : la fonction renvoie 5.

Partie B — 4.b La valeur renvoyée par seuil(4) est 9. Interpréter.

ug est le premier terme de la suite qui approche le nombre d’or £ & moins de 10~% preés : il faut 9
itérations pour obtenir une valeur approchée de ¢ & 10~ preés.
Bac Terminale 2024 — Métropole, La Réunion, Mayotte (jour 2)

Partie A — 1. La piscine d’Alain contient 50 m?® d’eau; il ajoute chaque jour 15 g de

chlore. Justifier que cet ajout fait augmenter le taux de 0,3 mg/L.

15000
15g=1 g i L:—= L.
5g 5000 mg répartis dans 50 000 0000 0,3 mg/
Partie A — 2.a Le taux v, vérifie vy = 0,7 et v, 1 = 0,920, + 0,3. Montrer par récurrence

que, pour tout n, v, < V41 < 4.
Initialisation : v; = 0,92 x 0,7 + 0,3 = 0,944, donc vg < v; < 4 : vrai au rang 0.

Hérédité : si v, < vpy1 < 4, en multipliant par 0,92 puis en ajoutant 0,3 : v,11 < Upao < 3,98 < 4

vrai au rang n + 1.

Conclusion : par récurrence, pour tout n, v, < vp4+1 < 4.

Partie A — 2.b Montrer que la suite (v,) est convergente et calculer sa limite.
(vy,) est croissante et majorée par 4 : elle converge.

La fonction de récurrence x — 0,92z + 0,3 étant continue, la limite vérifie £ = 0,92/ + 0,3 <~—
0,08/ =0,3 < ¢ =3.,75.
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Partie A — 3. A long terme, le taux de chlore sera-t-il conforme a la préconisation (entre
1et 3 mg/L)?

La suite converge vers 3,75 : a partir d’'un certain rang, le taux dépasse strictement 3 mg/L. Le

taux ne sera pas conforme a long terme.

Partie A — 4. Compléter I’algorithme Python ‘alerte__chlore(s)‘ qui renvoie le plus petit

entier n tel que v, > s.

‘while u <= s :*, puis ‘n = n + 1¢et ‘u = 0.92*%u + 0.3°.

Partie A — 5. Quelle valeur renvoie ‘alerte__chlore(3)‘? Interpréter.

vig ~ 2,95 < 3 et v17 = 3,01 > 3 : la fonction renvoie 17. Avec ce protocole, le taux de chlore

dépassera 3 mg/L au bout de 17 jours.

Partie B — 1. Un modéle continu vérifie (F) : y' = —0,08y + % Justifier que [ est de la
forme f(x) = Ce 008 4 q,

4
: b .. q b q q
Les solut dey' = bsont x — Ce™®——; =—-0,08etb=—,donc —— = ———— = =
es solutions de 3’ = ay—+b sont x e L iicia ,08 e rge done —— = = 008~ 4
f(x) = Ce 0082 4 %
Partie B — 2.a Exprimer, en fonction de ¢, la limite de f en +oo.
q

—0,08z T 2
e —>0.xgrfoof(x) R

Partie B — 2.b Sachant que le taux initial est 0,7 mg/L et que I’on veut une stabilisation

a 2 mg/L, déterminer C et q.
Stabilisation a 2 : % =2 <= ¢ = 8 (grammes de chlore par jour).

f(0)=0,7 <= C+2=0,7 <= C = —1,3: la fonction est f(z) = —1,3e7 %082 1 2,

Bac Terminale 2023 — Asie (jour 2)

1. On considére la liste L des termes consécutifs d’une suite arithmétique de premier
terme 7 et de raison 3, du type L = [7, 10, ..., 2023]. Déterminer le nombre de termes de

cette liste.

Le terme de rang n (en indexant a partir de 1) de cette suite arithmétique s’écrit 7+ 3(n — 1). On
cherche n tel que 7+ 3(n — 1) = 2023.

3(n—1)=2016 <= n—1=672 < n=0673.

Donc, la réponse est 673 termes.
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2. On choisit au hasard un nombre de cette liste. Déterminer la probabilité de tirer un

nombre pair.

Un terme de la liste s’écrit 7+ 3(n — 1) = 3n + 4, pour n entier de 1 & 673. Ce nombre est pair si
et seulement si 3n + 4 est pair, c’est-a-dire si et seulement si 3n est pair, donc si et seulement si n

est pair (3 étant impair).

Parmi les entiers n de 1 & 673 (673 valeurs), les entiers pairs sont 2,4, ...,672, soit 336 valeurs.

336

Donc, la réponse est P(nombre pair) = 573"

3. On note A I’événement « obtenir un multiple de 4 » et B I’événement « obtenir

168 34
un nombre dont le chiffre des unités est 6 », sachant que P(A) = 673 et P(ANB) = 673

(valeurs obtenues par dénombrement direct dans la liste). Donner la probabilité d’obtenir

un multiple de 4 se terminant par 6.

Un nombre qui est a la fois un multiple de 4 et qui se termine par 6 est exactement un élément de

4
AN B. Donc, la réponse est P(ANB) = 673 (donnée directement par 1’énoncé, qui correspond bien
a un dénombrement des multiples de 4 de la liste se terminant par 6).
4. Sachant de plus P(ANB) 505>< 53 calculer Pg(A)
. Sachant de plus que = — X —, calculer .
pus 4 673~ 505° B
— 34 505 33 34 33 67 505
D’abord P(B) = P(ANB)+P(ANB)= —+ — X — = — + — = —— (le fact —
abord P(B) = P( )+ 2 ) =573 613 “505 673 T 613 o (e facteur oo se

simplifie avec le 505 du numérateur).

. . P(ANB) & 34
Par définition de la probabilité conditionnelle : Pg(A) = ————2 = 83 — =
P(B) % 67

34

Donc, la réponse est Pg(A) = 67

5. On choisit successivement et au hasard 10 nombres de la liste (un méme nombre
pouvant étre choisi plusieurs fois). Déterminer la probabilité qu’aucun des 10 nombres

tirés ne soit un multiple de 4.

_ 168 _ 505
673 673

Les 10 tirages sont indépendants et identiques (tirage avec remise) : la probabilité qu’aucun des 10

La probabilité de ne pas tirer un multiple de 4 en un seul tirage vaut P(A4) = 1

, , 505
ne soit un multiple de 4 est donc 673)

Dongc, la réponse est P ~ 0,057 (au milliéme).
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Bac Terminale 2023 — Centres étrangers - Groupe 1 (jour 1)

. 3s . s . 1427
1. On considére la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par u, = T Quel est
son comportement : diverge vers +o0o, converge vers = converge vers 0, ou converge vers
Ly
3

" (s + (1)) _ (B4

En factorisant numérateur et dénominateur par 5" : u, = 3 ( 3
5" (45 +1) 1+ =

2 1
Les suites géométriques de raisons £ et = toutes deux strictement comprises entre —1 et 1,

. . . +
convergent vers 0 : par limite de somme puis de quotient, u,, converge vers 150 =

Réponse : la suite converge vers 0.

2. Soit f la fonction définie sur 0 ; +oo[ par f(x) = 2?In(z). Quelle est ’expression de
fi(x)?
f est dérivable sur ]0 ; +oo[ comme produit de fonctions dérivables sur cet intervalle.

f'(z) =2z x In(x) + 22 x % =2zIn(z) + 2 ==z(2In(z) + 1).

Réponse : f/'(z) = z(2In(z) + 1).

3. Une fonction h, continue sur R, admet le tableau de variations suivant : h décroit de
+00 (en —00) jusqu’a —co... en réalité h croit de —oo vers +oo, en s’annulant en x = 1. On
note H la primitive de h sur R qui s’annule en 0. Que peut-on affirmer : H positive sur

| — o0 ; 0], H croissante sur | — co ; 1], H négative sur | — oo ; 1], ou H croissante sur R ?
h est strictement croissante sur R et s’annule en 1, donc A(z) < 0 pour tout = < 1.

H étant une primitive de h, on a H' = h : ainsi H'(z) < 0 sur | — oo ; 1[, donc H est strictement

décroissante sur cet intervalle.

Pour tout x < 0, = et 0 appartiennent a | — oo ; 1[ ou H décroit, donc z < 0 = H(x) > H(0).
Or H(0) = 0 par définition de H, donc H(z) > 0 sur | — oo ; 0].

Réponse : H est positive sur | — oo ; 0].

4. Soit a < b deux réels et f une fonction définie, continue et strictement croissante sur
[a ; b], qui s’annule en un réel a. Parmi quatre fonctions Python proposées (méthode de
dichotomie), laquelle donne bien une valeur approchée de a a 0,001 pres?

a+b

Le programme correct doit recalculer le milieu m = a chaque tour de boucle (et non une seule

fois avant la boucle), avec un test d’arrét \og tant que ’écart dépasse 0,001 \fg correctement écrit.

Comme f est strictement croissante sur [a ; b] et s’annule en «, on a f(a) < 0 et f(b) > 0. Si
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f(im) < 0, alors « se trouve entre m et b : il faut donc remplacer a par m (et garder b) pour

I’itération suivante ; sinon, on remplace b par m.

Seule la version qui recalcule m a lintérieur de la boucle, avec la condition ‘while abs(b-a) >=

0.001¢, et l'affectation ‘a = m*‘ quand f(m) < 0, respecte ce principe.

Réponse : le programme qui recalcule m dans la boucle et affecte a = m lorsque f(m) < 0.

5. Une urne contient 10 boules indiscernables au toucher, dont 7 bleues et 3 vertes.
On effectue trois tirages successifs avec remise. Quelle expression donne la probabilité

d’obtenir exactement deux boules vertes ?

3
Chaque tirage est une épreuve a deux issues (\og verte \fg ou pas), de probabilité de succes p = 0
répétée n = 3 fois de fagon identique et indépendante (tirages avec remise).

En notant X le nombre de boules vertes obtenues, X suit la loi binomiale B <3 .3 )

roc== ) (i) (%) = () (o) () '
mepem - (1) (i) (3) -

Bac Terminale 2023 — Centres étrangers - Groupe 1 (jour 1)

Partie A — 1. Une entreprise loue des trottinettes électriques et controdle leur état chaque
lundi. On admet que si une trottinette est en bon état un lundi donné, la probabilité
qu’elle le soit encore le lundi suivant est 0,9; si elle est en mauvais état, la probabilité
qu’elle passe en bon état la semaine suivante est 0,4. On note B, 1’événement « la trot-
tinette est en bon état n semaines aprés sa mise en service » et p, = P(B,), avec py = 1.

Donner p; et montrer que ps = 0,85.
Comme la trottinette est en bon état a l'instant 0 (pg = 1), on a directement p; = Pp,(B1) = 0,9.

En construisant ’arbre pondéré sur les deux premieres semaines (issues By ou Bi, puis By ou Bs a
chaque fois), la formule des probabilités totales donne : ps = P(Bj) x Pp, (Bs2)+ P(Bj) x Pp~(Bs) =
0,9%x0,9+0,1 x0,4=0,81+ 0,04 =0,85.

On obtient bien p; = 0,9 et po = 0,85.

Partie A — 2. Reproduire et compléter ’arbre pondéré traduisant le passage de la

semaine n a la semaine n + 1.

L’arbre a pour premiere branche B, avec probabilité p,, (puis By41 avec probabilité 0,9 et B,y
avec probabilité 0,1), et pour seconde branche B,, avec probabilité 1—p,, (puis B, 11 avec probabilité

0,4 et Bj,4+1 avec probabilité 0,6).
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Partie A — 3. En déduire que, pour tout entier naturel n, p,+1 = 0,5p, + 0,4.

Les événements B,, et B, forment une partition de 'univers, donc la formule des probabilités totales

donne : p,+1 = P(B,) x 0,9+ P(B),) x 0,4 =0,9p, + 0,4(1 — p,) = 0,9p, + 0,4 — 0,4p,,.

Donc, la réponse est p,4+1 = 0,5p, + 0,4.

Partie A — 4.a Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, p, > 0,8.
Initialisation : pg = 1 > 0,8, la propriété est vraie au rang 0.

Hérédité : supposons que pour un entier naturel n donné, p,, > 0,8. Alors, en multipliant par 0,5 > 0 :
0,5p, = 0,4, puis en ajoutant 0,4 : 0,5p, + 0,4 > 0,8, c’est-a-dire p,4+1 = 0,8. La propriété est donc

héréditaire.
Conclusion : par principe de récurrence, pour tout entier naturel n, p, > 0,8.

Partie A — 4.b Quelle communication I’entreprise peut-elle envisager a partir de ce

résultat 7

En interprétant p,, comme la proportion de trottinettes en bon état, I’entreprise peut communiquer
sur le fait qu’au moins 80 % de son parc reste en permanence en bon état, quelle que soit la semaine

considérée.

Partie A — 5.a On pose, pour tout entier naturel n, u, = p, — 0,8. Montrer que (u,) est

géométrique et préciser son premier terme et sa raison.

Pour tout entier naturel n : w41 = pp+1 — 0,8 = (0,5p, +0,4) — 0,8 = 0,5p,, — 0,4 = 0,5(p, — 0,8) =
0,5 uy,.

La suite (u,) est donc géométrique de raison g = 0,5, de premier terme ug = pp—0,8 = 1—-0,8 = 0,2.

Partie A — 5.b En déduire ’expression de u, puis de p, en fonction de n.
D’apres la forme explicite d’une suite géométrique : u, = ug X ¢"* = 0,2 x 0,5" pour tout entier
naturel n. Comme p,, = u, + 0,8, on obtient p, = 0,2 x 0,5" + 0,8.

Partie A — 5.c En déduire la limite de la suite (p,).

La raison 0,5 est strictement comprise entre —1 et 1, donc lim 0,5 =0, puis lim wu, = 0. Par
n—-+o0o n—-+o0o

limite de somme, lim p, =04 0,8 =0,8.
n—-+00
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Partie B — 1. On modélise désormais 1’état des trottinettes du parc par une probabilité
de bon état égale a 0,8, indépendamment d’une trottinette a I’autre. On note X le nombre
de trottinettes en bon état dans un lot de 15, ce prélévement pouvant étre assimilé a un

tirage avec remise. Justifier que X suit une loi binomiale et donner ses paramétres.

On répete 15 fois, de fagon identique et indépendante, une épreuve a deux issues (« la trottinette
est en bon état », de probabilité 0,8) : X compte le nombre de succes, donc X suit la loi binomiale
B(15; 0,8).

Partie B — 2. Calculer la probabilité que les 15 trottinettes du lot soient toutes en bon
état.

P(X =15) = 0,8'% ~ 0,0352 (arrondi au dix-millieme).
Partie B — 3. Calculer la probabilité qu’au moins 10 trottinettes du lot soient en bon

état.

A la calculatrice, P(X > 10) = 1 — P(X < 9) ~ 0,9389 (arrondi au dix-milliéme).

Partie B — 4. On admet que E(X) = 12. Interpréter ce résultat.

Pour une loi binomiale B(n ; p), on a E(X) = np = 15 x 0,8 = 12. Cela signifie qu’en moyenne, sur

un grand nombre de lots de 15 trottinettes prélevées dans le parc, 12 d’entre elles sont en bon état.

Bac Terminale 2023 — La Réunion (jour 1)

Partie A — 1. On considére la suite (u,) définie par up = 3 et, pour tout entier naturel
1 1 11 13
My Unt1 = SUn + §n+ 1. Que vaut uz ? a) 7 b) 5 c) 3,5d) 2,7
1 1 1 )
Up 2uo—i—2><0+ 2><3+ 5
L +1><1+1 1><5—|—1—i-1 5+2+4 U
U9 = —U —_ = - —_ —_ = - _ _ = —.
272 T 272" 2 4741 4
Donc, la réponse est a.
Partie A — 2. On pose, pour tout entier naturel n, v, = u, —n. La suite (v,) est : a)

arithmétique de raison 3 b) géométrique de raison 3 c) constante d) ni arithmétique ni

géométrique

1 1 1
Pourtoutn:vn+1:un_H—(n+1):§un—|—§n+1—n—1:iun—gn:f(un—n)zivn.

1 1
La relation v,41 = 5”" montre que (vy,) est géométrique de raison 3

Donc, la réponse est b.
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Partie A — 3. Un script Python incomplet doit renvoyer u, a partir de U = ug = 3, avec
une boucle ‘for i in range(n) :* (ou 7 varie de 0 & n — 1). Quelle instruction compléter a
I’intérieur de la boucle? a) U =U/2 4 (i+1)/24+1b) U=U/2 4+ n/2 4+ 1c) U=1U/2
4+ (-1)/24+1d)U=U/2+i/2+1

Au premier passage dans la boucle, i = 0 et le script doit calculer u; a partir de ug, c¢’est-a-dire

U 0
appliquer la relation avec l'indice 0 : U + ) + 3 + 1, donc linstruction doit utiliser ¢ (I'indice

courant), pas i + 1 ni n.

1
—u; + =i + 1 a chaque tour.

Seule la formule U = U/2 4 i/2 + 1 reproduit exactement u;+1 = 5 5

Dongc, la réponse est d.

Partie B — 1. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, n < u, < n+ 3.

o Initialisation : pour n = 0, ug = 3, et on a bien 0 < 3 < 0+ 3. La propriété est vraie au rang
0.

o Hérédité : supposons que pour un entier n donné, n < u, < n+ 3 (hypotheése de récurrence).

1 n U n 3
e K Itipliant —>0: =< —< =4+ -
n multiplian par2> 5 5 2+2
. n . Up N 5 < 1
¢ En ajoutant 5 +1 a chaque membre : n+1 < > + 5 +1<n+ > c’est-a~-dire n+1 < up41 <
n+5
5

)
¢ Comme 5 < 3, on obtient n + 1 < upy1 < (n+ 1) 4+ 3 : la propriété est vraie au rang n + 1.

e Conclusion : la propriété est vraie au rang 0 et héréditaire, donc, d’apres le principe de récur-

rence, elle est vraie pour tout entier naturel n.

Partie B — 2. En déduire la limite de la suite (uy).

D’apres la question précédente, u,, > n pour tout n, et lim n = 4oo. Par comparaison, on en

n—4o00
déduit que lim wu, = +oo.
n—-+o0o
U
Partie B — 3. Déterminer la limite de la suite (—n)

n
. , .. Un 3
Pour tout entier n > 1, ’encadrement n < u, < n+3 donne, en divisant parn >0:1 < — <14+ —.
n n

3 3

Or lim — =0, donc lim (1 + > =1, et la limite de la suite constante égale & 1 est bien str
n—+oo n n—-+4oo n

1.

N ;s . U . U
D’apres le théoréme des gendarmes, la suite (—n> converge et lim — = 1.
n n—+oo N
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Bac Terminale 2023 — La Réunion (jour 2)

6wy, + 2

1. On définit la suite (u,) par uy = 8 et, pour tout entier naturel n, u,+1 = w5 Calculer
Uup.
_ 6x8+2 50
METRYs T

bz +2

+5
pour tout n). Montrer que f est strictement croissante sur [0 ; +00[, puis en déduire que

2.a Soit f la fonction définie sur [0 ; +oo] par f(z) (de sorte que up+1 = f(uy)

f(z) > 2 pour tout réel x > 2.

Le dénominateur x + 5 ne s’annule pas sur [0 ; +oo] (il vaut au moins 5), donc f y est dérivable,

6(x+5) — (6 +2) 28
/ _ _ )
avee f'(x) = (z+5)2 (z +5)2
Ce quotient est strictement positif sur [0 ; +oo[, donc f est strictement croissante sur cet intervalle.
6x2+2 14
Par ailleurs f(2) = ﬁ = = 2. La stricte croissance de f donne alors : pour tout z > 2,

flz) > f(2) =2
2.b Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, u, > 2.
Initialisation : ug = 8 > 2, la propriété est vraie au rang 0.

Hérédité : supposons u, > 2 pour un entier n fixé. D’apres la question précédente, f(u,) > 2,

c’est-a-dire up,y1 > 2 puisque up1 = f(uy).

Conclusion : la propriété est initialisée et héréditaire, donc par récurrence, u,, > 2 pour tout entier
naturel n.

(2 — up)(up + 1)
Up + 5

3. On admet que, pour tout entier naturel n, upy1 — u, = . Montrer que

(up) est décroissante, puis en déduire qu’elle converge.

Comme u,, > 2 pour tout n (question 2.b), on a up, +1>3 > 0et u, +5 > 7 > 0 : le dénominateur

et le second facteur du numérateur sont strictement positifs.

Le signe de un4+1 — uy est donc celui de 2 — u,,, qui est strictement négatif puisque w, > 2. Ainsi

Un+1 — Up < 0 pour tout n : la suite (u,) est strictement décroissante.

Etant décroissante et minorée par 2, la suite (up) converge, vers une limite ¢ vérifiant ¢ > 2.

Up — 2

4.a On pose v, = pour tout entier naturel n. Calculer vg.

Cwpg—2 8-2 6 2

Cwup+1 8+1 9 3

Vo
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4.b Montrer que (v,) est une suite géométrique de raison =

6un+2
Uny1 —2 95 — 2

T bunp+2 .

En remplagant u, 1 par son expression : v,41 =

(6up, +2) — 2(up + 5)
(6upn +2) + (up + 5)

En réduisant chaque étage au méme dénominateur u, + 5 : vy =

dup, —8  A(up, —2) 4

Tun +7 Tun+1) 7%

4
La relation v, = - vp, valable pour tout entier naturel n, montre que (v,) est géométrique de

raison —.
7
4.c Déterminer, en justifiant, la limite de (v,), puis en déduire celle de (u,).

f o . 4 . 2 2 [4\"
Comme (vy,) est géométrique de raison - et de premier terme vy = 3 onavn=g| 5| pour tout

n.

4 4\"
Or —-1<=<1,donc lim (=] =0, et par produit de limites, lim wv, =0.
7 7 —+o00

n—-+0oo n
u —_
De v, = — 1 et u, +1 > 3, on tire u, — 2 = v,(u, + 1), quantité qui tend vers 0. Donc
U
lim wu, =9 : Ia limite £ de (up) vaut 2.
n—-4o00

5. On considére la fonction Python ‘seuil(A)‘ ci-dessous, ot A est un réel strictement
supérieur a 2, qui simule la suite (u,) jusqu’a ce que le terme calculé descende a A ou en
dessous, et renvoie le rang atteint.

o ‘def seuil(A) :f

e ‘n=20"

e ‘u=2g&

e ‘whileu > A

e ‘u=(6%u+2)/(u+5)

e ‘n=mn+ 1

e ‘return n

5. Donner, sans justification, la valeur renvoyée par ‘seuil(2.001)¢, puis interpréter cette

valeur dans le contexte de I’exercice.

En simulant la suite terme a terme, on obtient u13 ~ 2,00139 (encore supérieur a 2,001) puis

u14 ~ 2,00079 (passé sous 2,001) : la fonction renvoie donc 14.

Cela signifie que u14 est le premier terme de la suite strictement inférieur a 2,001.
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Bac Terminale 2023 — Métropole, Mayotte, Antilles Guyane (jour 2)

Partie A — 1. Des biologistes suivent une population d’insectes qui compte 100 000
individus au départ. En laboratoire, sans prédateur, cette population augmente de 60 %
chaque mois. On modélise le nombre d’insectes, en millions, au bout de n mois par une

suite (uy) avec uy = 0,1. Justifier que, pour tout entier naturel n, v, = 0,1 x 1,6".

60
Augmenter de 60 % chaque mois revient a multiplier effectif par 1 + 100 = 1,6 d’'un mois sur

lautre : la suite (u,) est donc géométrique de raison ¢ = 1,6 et de premier terme ug = 0,1.

Or le terme général d’une suite géométrique est u, = ug x ¢". Donc, la réponse est u, = 0,1 x 1,6"

pour tout entier naturel n.

Partie A — 2. Déterminer la limite de la suite (uy,).
Comme 1,6 > 1,ona lim 1,6™ =400, donc lim wu, = lim 0,1 x 1,6 = 4o00.
n—-+00 n—-+0o n—-+0o
Partie A — 3. En résolvant une inéquation, déterminer le plus petit entier naturel n a

partir duquel u, > 0,4.
Uy > 0,4 <= 0,1 x1,6" >04 < 1,6™ > 4.
En passant au logarithme népérien, qui est strictement croissant : 1,6" > 4 <= nln(1,6) >

In(4)
In(1,6)

In(4) <= n> (inégalité garde son sens car In(1,6) > 0).

In(4)

Or 1169

~ 2,946. Donc, la réponse est n = 3.
Partie A — 4. Selon ce modéle, I’équilibre du milieu naturel (qui impose de ne pas
dépasser 400 000 insectes) sera-t-il préservé ?

Comme ug > 0,4, le nombre d’insectes dépasse 400 000 des le 3e mois selon ce modele : 1’équilibre

du milieu naturel n’est donc pas préservé.

Partie B — 1. Un second modéle, tenant compte des contraintes du milieu, définit une
suite (v,) par vg = 0,1 et, pour tout entier naturel n, v, 1 = 1,6v, — 1,602 (nombre d’insectes

en millions). Déterminer le nombre d’insectes au bout d’un mois.

v1 = 1,6 x vg — 1,6 x v3 = 1,6 x 0,1 — 1,6 x 0,01 = 0,16 — 0,016 = 0,144. Donc, la réponse est 144

000 insectes.
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1
Partie B — 2.a On considére la fonction f définie sur [0 ; 2} par f(z) = 1,62 — 1,622
Résoudre ’équation f(z) = x.
flx) =2 <= 1,60 —1622=2 <= 0,6z —1,62> =0 <= 2(0,6 — 1,6z) = 0.

Un produit de facteurs est nul si et seulement si I'un au moins des facteurs est nul, donc x = 0 ou

06 3
0,6 — 1,6x =0, c’est-a-dire v = — =

1,6 8
. L 1 , , .
Ces deux valeurs appartiennent bien a |0 ; 3| Donc, la réponse est : ’équation f(z) = x admet

3
deux solutions, 0 et 3

1
Partie B — 2.b Montrer que f est croissante sur [0 ; 2] .
fl(x) =1,6 —1,6 x 22 = 1,6(1 — 2z).

1 1
Pour = € [O; 2},onax<2,d0nc2x<16tdonc1—2x>0,d’0f1f’(:c)20.

Donc, la réponse est : f est croissante sur [O ; 2].

Partie B — 3.a Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, 0 < v, < vp41 <

N | —

: la propriété

N

Initialisation : vy = 0,1 et v; = 0,144 (question précédente), donc 0 < vy < v; <

est vraie au rang 0.
Hérédité : on suppose que 0 < v, < Upy1 < 3 pour un entier n donné. Comme f est croissante sur

1
[O ; 2} (question 2.b), on peut appliquer f aux trois membres de I'encadrement : f(0) < f(vy,) <

Fo) <71 ()

1 1 1
Or f(0) =0, f(vn) = vnt1, f(Ung1) = vpgo et f <2> =1,6 x 5 1,6 x 1= 0,8—-0,4=04.

:la

DO |

, cela entraine 0 < vp41 < Vpt2 <

1
On obtient donc 0 < vp41 < vpro < 0,4, et comme 0,4 < 3

propriété est vraie au rang n + 1.

Conclusion : la propriété est vraie au rang 0 et héréditaire, donc, d’apres le principe de récurrence,

elle est vraie pour tout entier naturel n.
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Partie B — 3.b Montrer que la suite (v,) est convergente.

D’apres la question précédente, pour tout n, v, < v,41 : la suite (v,) est croissante.

1 1
Toujours d’apres la question précédente, pour tout n, v, < 3 la suite (v,) est majorée par 3

Une suite croissante et majorée converge, d’apres le théoreme de la convergence monotone. Donc,

la réponse est : (v,) converge.

Partie B — 3.c On note ¢ la limite de (v, ), solution de f(z) = x. Déterminer la valeur de

! et conclure sur la préservation de I’équilibre du milieu naturel.

La suite (v,) est croissante de limite ¢, donc tous ses termes sont inférieurs ou égaux a ¢; en

particulier v1 < £, soit 0,144 < ¢, donc ¢ # 0.

3
Comme ¢ est solution de f(z) = x, elle vaut donc nécessairement 3 (’autre solution possible étant

3

0, exclue). Donc ¢ = - = 0,375.

Pour tout n, v, < ¢ = 0,375, donc le nombre d’insectes restera toujours inférieur a 375 000, valeur
qui ne dépasse jamais le seuil de 400 000. Donc, la réponse est : selon ce second modele, I’équilibre

du milieu naturel sera préservé.

Partie B — 4.a On donne la fonction Python ci-dessous, qui simule 1’évolution de (v,) a

partir de vg = 0,1 tant que v < a.

o def seuil(a) : e v=0.1
e n=20 °
o whilev <a: o
e v =1.6%v-1.6%v*v o
en=mn-++1 °
e return n °

Partie B — 4.b Qu’observe-t-on si I’on exécute ‘seuil(0.4)¢?

La fonction ‘seuil(a) renvoie le premier rang n a partir duquel v, > a. Or on a montré que v, < 0,375
pour tout n : il n’existe donc aucun rang n pour lequel v, > 0,4. Donc, la réponse est : le programme

ne s’arréte jamais (boucle infinie).

Partie B — 4.c Déterminer la valeur renvoyée par ‘seuil(0.35)¢ et interpréter ce résultat.

A la calculatrice, en itérant Vps1 = 1,60, — 1,602 & partir de vp = 0,1, on obtient v5 ~ 0,338 < 0,35
et vg =~ 0,358 > 0,35.

Donc, la réponse est : ‘seuil(0.35)‘ renvoie 6, ce qui signifie que c’est au bout du 6e mois que le

nombre d’insectes dépasse pour la premiere fois 350 000, selon ce second modéle.
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Bac Terminale 2023 — Nouvelle-Calédonie (jour 2)

_u —
1. Soit (u,) définie par uy = 0 et, pour tout entier naturel n, u,11 = n+ 3 Calculer les
Un,

valeurs exactes de u; et us.
—up—4 0—-4 4

T3 0+3 3

—u -4 3-4 -3 8
U = = = 2 = —
2 up + 3 —%4—3 g 5

2. Compléter la fonction Python ‘terme(n)¢, écrite de fagon incompléte, pour qu’elle

renvoie u, pour tout entier naturel n.

o ‘def terme(n) :¢

° ¢ u= Oﬁ
o ‘foriin range(n) :*

e ‘u=(-u-4)/ (u+ 3)

e ‘return u

3. Soit f définie sur | — 3 ; +oo[ par f(x) = —xx+—34, de sorte que u,11 = f(u,) pour tout n.
Démontrer que f est strictement croissante sur | — 3 ; +ool.
f est une fonction rationnelle, donc dérivable sur son ensemble de définition | — 3 ; +oo[, avec
(formule (E)/ = M) :
v v?
f,($):—1><($—|—3)—(—x—4)><1:—x—3—|—x+4: 1 .
(z +3)? (z+3)? (z +3)?

Sur ] —3; +oof, (x+3)%2 > 0 donc f/'(x) > 0 : donc, la réponse est que f est strictement croissante

sur | — 3 ; 4ool.

4. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, —2 < u,1 < up.

4 4
Initialisation. Pour n = 0 : ug = 0 et uy = 3 donc —2 < —3 < 0, soit —2 < u; < up. La

propriété est vraie au rang 0.
Hérédité. Supposons que, pour un entier n > 0, —2 < up4+1 < uy, (hypothese de récurrence).

Comme —2 et up+1, U, appartiennent a | —3 ; +oo[ et que f y est strictement croissante (question
3), on peut appliquer f aux trois membres de l'inégalité : f(—2) < f(unt1) < f(un).
—(-2)—4 =2

Or f(-2) = 243 =0 = =2, f(unt1) = upy2 et f(up) = upy1 : on obtient donc —2 <

Upt2 < Upt1, Ce qui est la propriété au rang n + 1.

Conclusion. La propriété est vraie au rang 0 et héréditaire a partir de ce rang : d’apres le principe

de récurrence, pour tout entier naturel n, —2 < up41 < Up.
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5. En déduire que la suite (u,) converge.

D’apres la question 4, (u,,) est décroissante (car u,+1 < uy,) et minorée par —2 : d’apres le théoréme

de la convergence monotone, (u,) converge.

6.a Soit (v,) définie par v, = pour tout entier naturel n. Donner vy.

Uy, + 2
11 1
w+2 0+2 2

—

vy = 0,5.

6.b Démontrer que (v,) est arithmétique de raison 1.

Comme u, > —2 pour tout n (question 4), u,, +2 > 0 donc v,, est bien défini et strictement positif

pour tout n.

1 1 1 Un + 3
. 1= = = = .
" g +2 111_34 +2 %W Up + 2
Up + 3 1 Up + 2
Untl — Up = = =1.

_un+2_un+2_un+2_

Donc, la réponse est : (vy,) est arithmétique de raison 1 (et de premier terme vy = 0,5).

1
6.c En déduire que, pour tout entier naturel n > 1, u, = -2
n+ 0,5
(vp) étant arithmétique de raison 1 et de premier terme 0,5 : v, = 0,5 + n pour tout n.
D ti +2 ! d L 2 L 2
e v, = ——, on tire u = —,donc up, = — —2= —
" u,+ 2] " Up " o n+0,5
1
Donc, la réponse est : pour tout n > 1 (et en fait des n = 0), u,, = - 2.
n 40,5
6.d Déterminer la limite de la suite (uy,).
1
lim (n+0,5) =400 donc lim =0,dou lim wu, =-2.
n—-+o00 n—+oco n + 0,5 n—-+o00
Bac Terminale 2023 — Polynésie francaise (jour 1)
l.a. Soit (u,) la suite définie par uy = —1 et, pour tout entier naturel n, u,+; = 0,9u, —0,3.
Démontrer par récurrence que, pour tout n € N, u, =2 x 0,9 — 3.
Initialisation : pour n =0, 2 x 0,9° =3 =2 — 3 = —1 = ug : la propriété est vraie au rang 0.

Hérédité : supposons que pour un entier n fixé, u, = 2 x 0,9" — 3. Alors up+1 = 0,9u, — 0,3 =
0,9(2x09"—3)—03=2x09"" —27-0,3 =2x0,9""" — 3 : la propriété est vraie au rang
n+ 1.

Donc, la réponse est que, par le principe de récurrence, pour tout n € N, u,, =2 x 0,9 — 3.
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1.b. En déduire que, pour tout n € N, -3 < u,, < —1.
Comme 0 < 0,9 < 1, on a pour tout n € N: 0<0,9" < 1.

En multipliant par 2 (positif) : 0 < 2 x 0,9" < 2, puis en retranchant 3 & chaque membre :
—-3<2x09" -3 < —1.

Donc, la réponse est que, pour tout n € N, —3 < u,, < —1.

1.c. Démontrer que la suite (u,) est strictement décroissante.
Pour tout n € N : up41 — up, = (0,9u,, — 0,3) — u,, = —0,1u, — 0,3.
D’apres la question précédente, —3 < u,, < —1, donc en multipliant par —0,1 (négatif, ce qui inverse
les inégalités) : 0,1 < —0,1u,, < 0,3.
En retranchant 0,3 a chaque membre : —0,2 < —0,1u, — 0,3 < 0, donc u,4+1 — u, < 0 pour tout n.

Donc, la réponse est que la suite (u,) est strictement décroissante.

1.d. Démontrer que la suite (u,) converge et préciser sa limite.

La suite (uy,) est décroissante et minorée par —3 (question 1.b) : elle converge donc vers une limite

réelle. Comme u, =2 x 0,9" —3 et lim 0,9" =0 (car 0 < 0,9 < 1), on obtient lim w, = —3.
n—-+0oo — 400

n
Donc, la réponse est que la suite (u,) converge vers —3.

2.a. On étudie la fonction g définie sur | — 3 ; —1] par g(z) = In(0,5z + 1,5) — z. Justifier les
informations données par le tableau de variations de g (limites, sens de variation, valeur

en —1).

Pour z €] -3 ; —1] : —1,5 < 0,52 < —0,5, donc 0 < 0,52 + 1,5 < 1 : g est bien définie (et dérivable)
sur cet intervalle.
0,5 05— (052+15)  —05z—1

g (z) = —-1= = . Le dénominateur étant strictement positif,
052 + 1,5 0,52 + 1,5 0,52 + 1,5

g'(x) a le signe de —0,5z — 1, qui s’annule pour z = —2, est positif pour z < —2 et négatif pour

T > —2.

Donc ¢ est strictement croissante sur | — 3 ; —2] puis strictement décroissante sur [—2 ; —1].

En z — —3 (par valeurs supérieures), 0,5z +1,5 — 0% donc In(0,5z +1,5) — —oo, d’olt limgg(x) =
T——

—0Q.

Enfin g(—-1) = In(-0,56+15) = (-1) =In(1)+1 =0+1=1,et g(—2) = In(-1+15)+2 =
In(0,5) + 2 = 2 — In(2) ~ 1,307.
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2.b. En déduire que I’équation g(r) = 0 admet une unique solution o dans | —3 ; —1], et

donner un encadrement d’amplitude 1073,

Sur | — 3 ; —2|, g est continue et strictement croissante, de limite —oco en —3 jusqu’a g(—2) =
2 —In(2) ~ 1,307 > 0 : d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, ’équation

g(x) = 0 admet une unique solution a sur cet intervalle.

Sur [-2 ; —1], g est décroissante avec g(—2) ~ 1,307 > 0 et g(—1) = 1 > 0 : g ne s’annule pas sur

cet intervalle.
Donc, la réponse est que I’équation g(z) = 0 admet une unique solution « sur | —3; —1], et a la
calculatrice on obtient 'encadrement —2,889 < o < —2,888.

3.a. On considére la suite (v,) définie pour tout n € N par v,, = In(0,5u,, + 1,5). En utilisant

la formule de la question 1.a, démontrer que (v,) est arithmétique de raison In(0,9).

En remplagant u,, par son expression 2 x 0,9" — 3 : 0,5u, + 1,5 =0,5(2 x 0,9" —3) 4+ 1,5 = 0,9" —
1,5+ 1,5 = 0,9,

Donc v, = 1In (0,9") = n1n(0,9).
Pour tout n € N, vp41 — v, = (n+1)In(0,9) — n1n(0,9) = In(0,9), une constante.

Dong, la réponse est que (vy,) est arithmétique de raison In(0,9) (et de premier terme vy = 0).

3.b. Démontrer que, pour tout entier naturel n, u, = v, équivaut a g(u,) = 0.

Par définition, u, = v, < u, = In(0,5u, + 1,5) <= In(0,5u, +1,5) —u, =0 <= g(u,) =0
(puisque g est précisément définie par g(z) = In(0,52 + 1,5) — x). Donc, la réponse est que u, =

v <= g(u,) =0.

3.c. Démontrer qu’il n’existe aucun rang k& € N pour lequel u; = a.

Supposons qu'il existe k& € N tel que u; = a, c’est-a-dire 2 x 0,9 — 3 = . Comme —2,889 < a <
—2,888, cela donnerait 0,111 < 2 x 0,9% < 0,112, soit 0,0555 < 0,9* < 0,056.

En appliquant le logarithme népérien (strictement croissant) : In(0,0555) < k1n(0,9) < In(0,056).
In(0056) _ _ In(0,0555)

Comme In(0,9) < 0, diviser inverse les inégalités : (0.9) <K< 1n(0,9)

In(0,9) In(0,9)
compris entre 27,36 et 27,44, ce qui est impossible.

Le calcul donne ~ 27,36 et ~ 27,44 : il faudrait donc un entier k strictement

Donc, la réponse est qu’il n’existe aucun rang k € N tel que u; = a.
) P q g q
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3.d. En déduire qu’il n’existe aucun rang k£ € N pour lequel v, = uy.

D’apres la question 3.b, ux, = vy, <= g(u) = 0, ce qui équivaut (par définition de o comme unique
solution de g(z) = 0 sur | — 3 ; —1], intervalle auquel appartient ux) a ur = a. Or la question 3.c
montre qu’aucun rang k ne vérifie ux = a. Dong, la réponse est qu’il n’existe aucun rang k € N

tel que v = uy.

Bac Terminale 2023 — Polynésie francaise (jour 2)

Partie A — 1. Un athléte doit franchir une haie chaque jour d’entrainement. S’il réussit
un jour donné, il réussit & nouveau le lendemain avec une probabilité de 90 % ; s’il échoue
un jour donné, il échoue encore le lendemain avec une probabilité de 70%. On note R,
I’événement « l’athléte franchit la haie a la n-iéme séance », p, = P(R,), et pg = 0,6.

Reproduire ’arbre pondéré a deux niveaux en complétant les probabilités manquantes.

Sur la branche partant de R,, (de probabilité p,,), les probabilités conditionnelles sont 0,9 vers Ry, 1
et 0,1 vers R, 1. Sur la branche partant de R,, (de probabilité 1 — p,,), elles sont 0,3 vers R, 11 et

0,7 vers Ry1.

Partie A — 2. En s’appuyant sur ’arbre, justifier que pour tout entier naturel n, p,,1 =

0,6p, + 0,3.

Les événements R, et R, forment une partition de I'univers, donc, par la formule des probabilités

totales : ppi1 = P(Ry N Ryy1) + P(Ry N Ryy1) = pn X 0,9+ (1 —pp) x 0,3.

En développant : p,+1 = 0,9p, + 0,3 — 0,3p, = 0,6p,, + 0,3. Dong, la réponse est p,+1 = 0,6p, + 0,3.

Partie A — 3.a On pose, pour tout entier naturel n, u, = p, —0,75. Montrer que (u,) est

géométrique et préciser sa raison et son premier terme.
Pour tout entier naturel n : up+1 = ppy1 — 0,75 = (0,6p, + 0,3) — 0,75 = 0,6p,, — 0,45.
Or p, = uy, + 0,75, donc up41 = 0,6(uy, + 0,75) — 0,45 = 0,6u,, + 0,45 — 0,45 = 0,6uy,.
La suite (uy,) est donc géométrique de raison g = 0,6, de premier terme ug = pp—0,75 = 0,6 — 0,75 =
—0,15.
Partie A — 3.b En déduire que, pour tout entier naturel n, p, = 0,75 — 0,15 x 0,6".

Comme (u,) est géométrique de premier terme —0,15 et de raison 0,6, on a u, = —0,15 x 0,6"
pour tout n. Comme p, = u, + 0,75, on obtient p, = 0,75 — 0,15 x 0,6". Donc, la réponse est
pn = 0,75 — 0,15 x 0,6™.
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Partie A — 3.c En déduire que (p,) converge et donner sa limite /.

La raison 0,6 vérifie —1 < 0,6 < 1, donc 0,6™ tend vers 0 quand n tend vers +oo. Par somme de
limites, p, = 0,75 — 0,15 x 0,6™ tend vers £ = 0,75.

Partie A — 3.d Interpréter la valeur de ¢ dans le contexte de I’exercice.

En assimilant la limite d’une probabilité a une proportion sur le long terme, cela signifie qu’apres

un grand nombre de séances, 1’athléte franchit la haie dans environ 75 % des cas.

Partie B — 1. Aprés beaucoup d’entrainement, I’entraineur considére que ’athléte fran-
chit chaque haie avec une probabilité de 0,75, indépendamment des haies précédentes.
On note X le nombre de haies franchies sur un 400 métres haies comportant 10 haies.

Préciser la loi suivie par X et ses parameétres.

On répete 10 fois, de fagon indépendante, une épreuve a deux issues (« franchir » avec probabilité
0,75, « ne pas franchir » avec probabilité 0,25) : X compte le nombre de succes. X suit donc la
loi binomiale B(10 ; 0,75).

Partie B — 2. Déterminer, & 1072 prés, la probabilité que I’athléte franchisse les 10 haies.

10

P(X =10) = <10

) x 0,750 x 0,25° = 0,751° ~ 0,056.

Partie B — 3. Calculer P(X >9) & 1073 pres.

10

P(X >9)=P(X =9) + P(X = 10). A la calculatrice, P(X = 9) = (9

et P(X =10) ~ 0,056, d’ott P(X >9) ~ 0,244.

) x 0,757 x 0,25 ~ 0,188,

Bac Terminale 2022 — Asie (jour 1)

Partie A — 1. Un médicament est administré a un patient par voie intraveineuse. Apreés
une premiére injection de 1 mg, le patient est placé sous perfusion : toutes les 30 minutes,
I’organisme élimine 10 % de la quantité présente et recgoit 0,25 mg supplémentaire. Pour
tout entier naturel n, on note u, la quantité (en mg) au bout de n périodes de 30 minutes,

avec ug = 1. Calculer la quantité de médicament dans le sang au bout d’une demi-heure.
En 30 minutes, 10 % de ug = 1 mg disparaissent : il reste 0,9 x 1 = 0,9 mg, auxquels s’ajoutent 0,25
mg supplémentaires. Donc u; = 0,9 + 0,25 = 1,15 mg.

Partie A — 2. Justifier que, pour tout entier naturel n, u,+1 = 0,9u, + 0,25.

Au bout de n périodes, la quantité présente est u,. Pendant la période suivante, 10 % de cette
quantité disparait, il en reste donc 0,9u,, puis 0,25 mg supplémentaires sont administrés. D’ou,

pour tout entier naturel n, u,41 = 0,9u, + 0,25.
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Partie A — 3.a Montrer par récurrence sur n que, pour tout entier naturel n, u, < up41 <
5.

Initialisation : ug =1 et uy = 1,15, donc ug < u; < 5. La propriété est vraie au rang 0.

Hérédité : soit n € N tel que u,, < up4+1 < 5. En multipliant par 0,9 > 0: 0,9u,, < 0,9u,+1 < 4,5. En
ajoutant 0,25 & chaque membre : 0,9u, 40,25 < 0,9u,41+ 0,25 < 4,75, soit up1 < Ungo < 4,75 < 5.

La propriété est donc vraie au rang n + 1.

Conclusion : la propriété est vraie au rang 0 et héréditaire, donc, d’apres le principe de récurrence,

pour tout entier naturel n, u, < up41 < 5.

Partie A — 3.b En déduire que la suite (u,) est convergente.

L’inégalité u, < wu,+1 montre que (u,) est croissante, et I'inégalité u,+1 < 5 montre qu’elle est
majorée par 5. Une suite croissante et majorée étant convergente, la suite (u,) converge vers une

limite ¢ < 5.

Partie A — 4.a Le médicament est réellement efficace lorsque sa quantité dans le sang
est supérieure ou égale a 1,8 mg. Recopier et compléter le script Python suivant afin
de déterminer au bout de combien de périodes de 30 minutes le médicament devient
réellement efficace : ‘def efficace() :* / ‘u =1¢/ ‘n = 0° / ‘while ... :* /‘u= ./ n=

n + 1¢ / ‘return n‘
e La condition de la boucle ‘while‘ doit rester vraie tant que le médicament n’est pas encore
efficace, donc tant que ‘u < 1.8
o L’instruction a répéter doit reproduire la relation de récurrence : ‘u = 0.9 * u + 0.25

o Le script complété est donc : ‘def efficace() :* puis ‘u = 1‘, ‘n = 0°, ‘while u < 1.8 :*, ‘u = 0.9

*u+ 0.25 ‘n =n + 1 puis ‘return n.

Partie A — 4.b Quelle est la valeur renvoyée par ce script 7 Interpréter ce résultat dans

le contexte de ’exercice.

En itérant la relation u,4+1 = 0,9u, + 0,25 & partir de ug = 1, on obtient uy ~ 1,783 < 1,8 et
ug ~ 1,854 > 1,8.

Le script renvoie donc n = 8 : le médicament devient réellement efficace au bout de 8 périodes de

30 minutes, soit 4 heures apres le début de la perfusion.
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Partie A — 5.a Soit (v,) la suite définie, pour tout entier naturel n, par v, = 2,5 — uy,.
Montrer que (v,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier

terme.
Pour tout entier naturel n, v,41 = 2,5 — up+1 = 2,5 — (0,9u,, + 0,25) = 2,25 — 0,9u,,.
Or u, = 2,5 — vy, donc v,41 = 2,25 — 0,9(2,5 — v,) = 2,25 — 2,25 + 0,9v,, = 0,9v,,.

La relation v,4+1 = 0,9v,, étant vraie pour tout entier naturel n, (v,) est une suite géométrique

de raison 0,9, de premier terme vg = 2,5 —ug =2,5—-1=1,5.

Partie A — 5.b Montrer que, pour tout entier naturel n, u, = 2,5 — 1,5 x 0,9™.

(vp,) étant géométrique de raison 0,9 et de premier terme vy = 1,5, on a, pour tout entier naturel
n, v, = 1,5 x 0,9". Comme u,, = 2,5 — v,, on en déduit que, pour tout entier naturel n, u, =
2,5 —1,5x0,9".

Partie A — 5.c Le médicament devient toxique lorsque sa quantité dans le sang dépasse

3 mg. D’apreés ce modéele, le traitement présente-t-il un risque pour le patient ? Justifier.

Comme —1<09<1,ona lim 09" =0,donc lim wu,=25-—15x0=2,5.

n—-+00 n—-+00
De plus, pour tout entier naturel n, 0,9" > 0, donc u, = 2,5 — 1,5 X 0,9" < 2,5 < 3 : la quantité de

médicament reste toujours strictement inférieure a 2,5 mg.

Donc, la réponse est que le traitement ne présente aucun risque de toxicité pour le patient,

la quantité de médicament restant en permanence inférieure a 3 mg.

Partie B — 1. Aprés une injection initiale de 1 mg, le patient est placé sous perfusion a
un débit de 0,5 mg par heure. La quantité de médicament dans le sang, en fonction du
temps t (en heures), est modélisée par f(t) = 2,5 — 1,5e7%% sur [0 ; +oo[. Le médicament

est-il réellement efficace au bout de 3 h 45 min ?

45
3 h 45 min =3 + 50 340,75 = 3,75 heures.

f(3,75) = 2,5 — 1,5e702X37 =25 15707 ~ 1,791.

Comme 1,791 < 1,8, le médicament n’est pas encore réellement efficace au bout de 3 h

45 min selon ce modele.

Partie B — 2. Selon ce modeéle, déterminer au bout de combien de temps le médicament

devient réellement efficace.

7
On cherche t > 0 tel que f(t) > 1,8, soit 2,5—1,5e7%% > 1.8 <= 1,5e %% < 0,7 +—= ¢ 02 < 5
La fonction logarithme népérien étant strictement croissante, cette inégalité équivaut a —0,2¢t <

! 7
In <15>, soit, en divisant par —0,2 < 0 (ce qui inverse le sens), t > —51n (15>
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7
Or —51In R ~ 3,811 heures, soit 3 heures et 0,811 x 60 =~ 48,6 minutes. Donc, la réponse est que

le médicament devient réellement efficace au bout d’environ 3 h 49 min.

Partie B — 3. Comparer le résultat obtenu avec celui de la question 4.b du modéle discret
de la Partie A.

Dans le modele discret, le médicament devient efficace au bout de 4 heures, alors que dans le modele
continu il le devient au bout d’environ 3 h 49 min, un délai plus court. Le modéle continu prévoit

donc une efficacité un peu plus rapide que le modele discret.

Bac Terminale 2022 — Asie (jour 2)

1.a On étudie le développement d’une bactérie, qui a une probabilité 0,3 de mourir sans
descendance et 0,7 de se diviser en deux bactéries filles, ces probabilités étant les mémes
a chaque génération. On note p, la probabilité d’obtenir au plus n descendances pour
une bactérie, avec pg = 0,3 et p, 1 = 0,3+ 0,7p2 pour tout entier naturel n. Déterminer les

valeurs exactes de p; et po, et interpréter ces valeurs dans le contexte de 1’énoncé.
p1=0,3+0,7xp3=0,3+0,7x 0,32 =0,3+0,7 x 0,09 = 0,3 + 0,063 = 0,363.
p2=0,3+0,7x p? = 0,3+ 0,7 x 0,363% = 0,3 + 0,7 x 0,131769 = 0,3 + 0,0922383 = 0,3922383.

Donc, la réponse est p;1 = 0,363 et po = 0,3922383 : p; est la probabilité d’obtenir au plus une
descendance (c’est-a-dire de mourir sans descendance, ou de se diviser puis que les deux bactéries

filles meurent sans descendance), et ps celle d’obtenir au plus deux descendances.

1.b Sachant que pig ~ 0,42802018 (valeur fournie par une feuille de calcul), quelle est la
probabilité, arrondie 4 1073 prés, d’obtenir au moins 11 générations de bactéries a partir

d’une bactérie de ce type?

L’évenement « obtenir au moins 11 descendances » est I’évenement contraire de « obtenir au plus

10 descendances », de probabilité pig.
La probabilité cherchée vaut donc 1 — p1g ~ 1 — 0,42802018 =~ 0,57198.

Donc, la réponse est environ 0,572 (3 1073 pres).

1.c En observant que les valeurs successives de p,, (fournies par une feuille de calcul) aug-
mentent progressivement de 0,3 vers une valeur proche de 0,4285, formuler des conjectures

sur les variations et la convergence de la suite (p,).

Au vu de ces valeurs, la suite (p,) semble croissante, et semble converger vers une limite proche
de 0,4285 (les derniers termes calculés se rapprochant de plus en plus les uns des autres autour de

cette valeur).
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2.a Démontrer par récurrence sur n que, pour tout entier naturel n, 0 < p, < pp+1 <0,5.

Initialisation : on a py = 0,3 et p; = 0,363 (question 1.a), donc 0 < 0,3 < 0,363 < 0,5, c’est-a-~dire
0 < po <p1 <£0,5: la propriété est vraie au rang 0.
Hérédité : soit n € N, supposons que 0 < p, < prpr1 < 0,5.

La fonction carré étant croissante sur [0 ; +oo[, on en déduit 0 < p2 < p? 41 < 0,52, puis en

multipliant chaque membre par 0,7 >0 : 0 < 0,7p2 < 0,7pi+1 < 0,7 x 0,25.
En ajoutant 0,3 & chaque membre : 0,3 < 0,3 + 0,7p2 < 0,3 + O,7p,%+1 < 0,3 + 0,175, c’est-a-dire
0,3 < pn+1 < Pnt2 < 0,475,

Comme 0 < 0,3 et 0,475 < 0,5, on obtient 0 < ppy1 < Ppy2 < 0,5 @ la propriété est vraie au rang
n+ 1.

Conclusion : la propriété est vraie au rang 0 et héréditaire, donc d’apres le principe de récurrence,

pour tout entier naturel n, 0 < p, < ppy1 < 0,5.

2.b Justifier que la suite (p,) est convergente.

D’apres la question précédente, la suite (p,) est croissante (car p, < pp4+1 pour tout n) et majorée
par 0,5. Donc, la réponse est que, d’apres le théoréeme de convergence monotone, la suite (p,) est

convergente.

3.a On note L la limite de la suite (p,). Justifier que L est solution de I’équation 0,722 —
x+0,3=0.

Comme (p,,) converge vers L, la suite (pp41) converge aussi vers L (suite extraite en décalant les

indices).

En passant & la limite dans la relation de récurrence p,,1 = 0,3 + 0,7p? (la fonction carré étant
continue), on obtient L = 0,3 + 0,7L2, soit 0,7L? — L + 0,3 = 0.

Donc, la réponse est que L est bien solution de I’équation 0,722 — z + 0,3 = 0.

3.b Déterminer la limite de la suite (p,).

Le discriminant de I’équation 0,722 —2+0,3 = 0 vaut A = (—1)2 —4x0,7x0,3=1-0,84 = 0,16 =
0,42 > 0 : I’équation admet donc deux solutions distinctes.

_ 1+0,4: 1’4:1etx2: 1—0,420,62223'

2x07 14 2x0,7 14 14 7

D’apres la question 2.a, la suite (p,,) est majorée par 0,5, donc sa limite L vérifie L < 0,5 : la solution

I

x1 = 1 est donc a exclure.

| w

Donc, la réponse est L = — (soit environ 0,4286, cohérent avec la conjecture de la question 1.c).
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4. La fonction Python ci-dessous doit renvoyer, sous forme de liste, les n premiers termes
de la suite (p,) : ‘def suite(n) :‘ puis, en corps de fonction, une ligne d’initialisation de
‘p‘, une ligne ‘s=[p]‘, une boucle ‘for i in range(...)* contenant une ligne de mise a jour
de ‘p‘ et une ligne ‘s.append(p)*‘, puis ‘return(s)‘. Recopier cette fonction en complétant
les lignes d’initialisation, de boucle et de mise a jour.

o def suite(n) :

e« p=20.3

« s=[p]

o foriin range(n- 1) :

e p=03+40.7*p2

« s.append(p)

o return(s)

Bac Terminale 2022 — Nouvelle-Calédonie (jour 2)

. Peut-on

(="
+

affirmer qu’elle diverge vers 400, qu’elle diverge vers —oo, qu’elle n’a pas de limite, ou

1. On considére la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par u, =

qu’elle converge ?7

Pour tout entier naturel n, on a —1 < (=1)" < 1. Comme n+1 > 1 > 0, en divisant par n + 1 :

- SUp & ——.
ntl >SS
1
Or lim (— ) =0et lim —— =0, donc, d’apres le théoreme des gendarmes, lim wu, =
n—-+00 n+1 n—+oon + 1 n—-+00

0.

La suite (uy) admet donc une limite finie : elle converge.

2. On considére deux suites (v,) et (w,) liées par w, = e 2" +2. Soit a un réel strictement

1
, —2a+2,ou — +27

.t.f :1 . t : — 2 _—
positif, avec vy = In(a). Que vaut wy 22 + 2, 212 %24

On remplace vy par In(a) dans I'expression de wg : wg = =20 + 2 = e2In(a) 49,

- 1 1
Or e~2m(@) = n(a™) = -2 = — (car a > 0), donc wo = — + 2.
a a

Dongc, la réponse est wo = — + 2.
a
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3. On sait que la suite (v,) de la question précédente est croissante. Peut-on affirmer
que (w,) est décroissante et majorée par 3, décroissante et minorée par 2, croissante et

majorée par 3, ou croissante et minorée par 27

Comme (vy,) est croissante, pour tout entier naturel n : v, < v,41, donc —2v, > —2v,41 (multipli-

cation par —2, qui renverse le sens de I'inégalité).

La fonction exponentielle étant strictement croissante sur R, cette inégalité entraine e=2vn > e~ 2vn+1,

puis, en ajoutant 2 des deux cotés : 72U 4+ 2 > e~ 2Vnt1l 2 s0it w,, > Wpt1-
La suite (wy,) est donc décroissante.

Par ailleurs, pour tout réel 3, ¢ > 0, donc w, = e~2"» + 2 > 2 pour tout entier naturel n : la suite

(wy,) est minorée par 2.

Donc, la réponse est : la suite (wy,) est décroissante et minorée par 2.

1 8

4. On considére la suite (a,) définie par ay = 2 et, pour tout entier naturel n, a,11 = §a"+§'
1\" 2

Pour tout entier naturel n, laquelle de ces expressions donne a,, : 4 x <3> -2, ~3n + 4,

1\" 1\" 8n

Cherchons le réel ¢ tel que la suite constante égale a ¢ soit solution de la relation de récurrence :

Ez%ﬁ—l—; = %Ezg = (=4.
Posons alors, pour tout entier naturel n, b, = a, — 4. On a b1 = any1 — 4 = éan + 37 4 =
é(bn—l—él)—l—g—élz %bn—{—g—l—g—élz %bn—|—4—4: %bn.
La suite (b,) est donc géométrique de raison é et de premier terme by = ag —4 =2 —4 = —-2.
Pour tout entier naturel n : b, = by x (1>n =-2X <1>” = —3.

3 3 3n

2
Donc an:bn+4:—3—n+4.

2
5. On considére une suite (b, ) telle que, pour tout entier naturel n, b, 1 = b,+In <(b)2—|—3> .
n
Peut-on affirmer que cette suite est croissante, décroissante, non monotone, ou que son

sens de variation dépend de by ?

Or, quel que soit le réel by, on a (b,)? > 0, donc (b,)% +3 > 3.

Pour tout entier naturel n : by,+1 — b, =1n (

C 3> 2, déduit (b,)?>+3 > 2, donc 0 < ———— < 1.
omme on en déduit (b,)* + onc OSEEE
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2
La fonction logarithme népérien étant strictement négative sur ]0 ; 1], on a In (W’) < 0,
n

donc by+1 — by < 0.

Cette inégalité est vraie pour tout entier naturel n, quel que soit le premier terme by : donc, la
réponse est que la suite (b,,) est décroissante.

efl]
6. On considére la fonction g définie sur |0 ; +oo[ par g(z) = —, de courbe représentative
x

Cy dans un repére orthogonal. La courbe C;, admet-elle une asymptote verticale et une
asymptote horizontale, une asymptote verticale et aucune asymptote horizontale, aucune

asymptote verticale et une asymptote horizontale, ou aucune des deux ?

Au voisinage de 0 (avec = > 0) : lin% e® =1et lir%:v = 07, donc, par quotient de limites, lirr%) g(x) =
T— Tr—r r—
>0 >0

+o0 : la courbe C; admet donc ’axe des ordonnées comme asymptote verticale.

xT

.. . , . € .
Au voisinage de 400 : par croissances comparées, lim — = +oo (’exponentielle 'emporte sur z).
T—+00 X

La courbe C4 ne présente donc aucune asymptote horizontale en +oo.
Donc, la réponse est : la courbe C, admet une asymptote verticale et aucune asymptote horizontale.

+

7. Soit f la fonction définie sur R par f(z) = ze” 1 et F une primitive de f sur R.

Laquelle de ces expressions donne F(z) pour tout réel z : §x2e“2+1, (1 + 2:102) e$2+1, e“’"2+1,

ou lem2+1 ?
2

1

1
Posons u(z) = 22 + 1, de dérivée v/(z) = 2z. On peut alors écrire f(z) = ze® 1 = 3 X 21 x e®) =

1 /
—! (z)e®),
S ()
o / . L, 1 T S
Or une primitive de u'e"* est €“, donc une primitive de Pl e est ie“, c’est-a-dire iex .

A ; : ; 1 x2+1 ! 1 x2+1 z2+1 3
Vérification directe : si F(z) = 7€ alors F'(z) = 3 X 2z X e =ze = f(x), ce qui
confirme le résultat.

Donc, la réponse est F(z) = ieﬁ“.
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Bac Terminale 2022 — Polynésie frangaise (jour 1)

Dans un pays, 7 % de la population est atteinte d’une certaine maladie. Un test de
dépistage a été mis au point : chez les personnes malades, le test est négatif dans 20
% des cas; chez les personnes saines, le test est positif dans 1 % des cas. On choisit
une personne au hasard dans la population et on la teste. On note M I’événement « la
personne est malade » et T 1’événement « le test est positif ». 1. Calculer la probabilité

de I’événement M NT (un arbre pondéré peut aider).

On construit un arbre pondéré a deux niveaux. Le premier niveau distingue M (probabilité P(M) =
0,07) et M (probabilité P(M) =1 — 0,07 = 0,93).

Chez les malades, le test est négatif dans 20 % des cas, donc positif dans les 80 % restants :

Py (T) = 0,8 et Py (T) =0,2.

Chez les personnes saines, le test est positif dans 1 % des cas : Py7(T) = 0,01 et Pyz(T) = 0,99.
D’apres la définition des probabilités conditionnelles sur une branche de l'arbre : P(M NT) =
P(M) x Py(T) =0,07 x 0,8 = 0,056.

2. Démontrer que la probabilité que le test de la personne choisie soit positif vaut 0,0653.

Les événements M et M forment une partition de I'univers (chaque personne est soit malade, soit
saine). D’apres la formule des probabilités totales : P(T) = P(M NT)+ P(M NT).

On calcule la seconde branche : P(M NT) = P(M) x Py(T) = 0,93 x 0,01 = 0,0093.

D’ou P(T') = 0,056 4+ 0,0093 = 0,0653, ce qui est le résultat annoncé.

3. Dans un contexte de dépistage de la maladie, est-il plus pertinent de connaitre P,;(T)
ou Pr(M)?

Py (T) est la probabilité que le test soit positif sachant que la personne est malade : c’est une

caractéristique technique du test, fixée a 'avance et connue avant tout dépistage.

Pr(M) est la probabilité que la personne soit réellement malade sachant que son test est positif :

c’est 'information qui intéresse un patient ou un médecin une fois le résultat du test obtenu.

Donc, la réponse est que, dans un contexte de dépistage, il est plus pertinent de connaitre Pp(M),

qui répond directement a la question « ce test positif signifie-t-il vraiment que je suis malade ? ».

4. On considere que la personne choisie a eu un test positif. Quelle est la probabilité
qu’elle soit malade ? (arrondir au centiéme)

P(MNT) 0,056
P(T)  0,0653

D’apres la définition de la probabilité conditionnelle : Pp(M) =

Donc, la réponse est Pr(M) ~ 0,86 au centiéme pres.
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5.a On choisit, avec remise, 10 personnes au hasard dans la population, et X compte
parmi elles le nombre de tests positifs. Préciser la nature et les parameétres de la loi de

probabilité suivie par X.

Le tirage avec remise assure I'indépendance des 10 tirages, chacun ayant deux issues possibles (test
positif ou non) avec la méme probabilité de succes p = P(T) = 0,0653 & chaque tirage. Donc, la

réponse est que X suit la loi binomiale de parameétres n = 10 et p = 0,0653.

5.b Déterminer la probabilité pour qu’exactement deux personnes aient un test positif

(arrondir au centiéme).
10
D’apres la formule de la loi binomiale : P(X = 2) = ( 5 ) x 0,06532 x (1 — 0,0653)%.
Donc, la réponse est P(X = 2) ~ 0,11 au centiéme pres.

6. Déterminer le nombre minimum de personnes a tester dans ce pays pour que la

probabilité qu’au moins 1’une d’entre elles ait un test positif soit supérieure a 99 %.

Soit n le nombre de personnes testées et Y la variable aléatoire qui compte, parmi elles, le nombre de

tests positifs. Le tirage avec remise assure que Y suit la loi binomiale de parametres n et p = 0,0653.

L’évenement contraire de « au moins un test positif » est « aucun test positif », c’est-a-dire Y = 0.
On cherche donc le plus petit entier n tel que P(Y > 1) =1—- P(Y =0) > 0,99.

Or P(Y =0) = (1—0,0653)" = 0,9347", donc I'inégalité devient 1 —0,9347" > 0,99 <= 0,9347" <

0,01.
En appliquant le logarithme népérien, strictement croissant, des deux cotés : n1n(0,9347) < In(0,01).
In(0,01
Comme In(0,9347) < 0, diviser par ce nombre inverse le sens de l'inégalité : n > lnr(l()(,9’?w4)7)
A . 11’1(0,01) . . o) .z L 2
A la calculatrice, —————=- =~ 68,19. Le plus petit entier n vérifiant cette inégalité est donc n = 69
In(0,9347)

(on vérifie qu'avec n = 68, 1 — 0,9347%% ~ 0,9899 < 0,99, alors qu'avec n = 69, 1 — 0,9347% ~
0,9905 > 0,99).

Donc, la réponse est qu’il faut tester au minimum 69 personnes.
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Bac Terminale 2022 — Polynésie frangaise (jour 2)

1. Au début de ’année 2021, une colonie d’oiseaux comptait 40 individus. L’évolution
de la population est modélisée par la suite (u,) définie par uy = 40 et, pour tout entier
naturel n, u,4+1 = 0,008u,(200—u,,), out u,, désigne le nombre d’individus au début de ’année

(2021 + n). Donner une estimation du nombre d’oiseaux au début de ’année 2022.
L’année 2022 correspond a 2021 + 1, donc le nombre d’oiseaux recherché est estimé par u.
u1 = 0,008 u(200 — ugp) = 0,008 x 40 x (200 — 40) = 0,008 x 40 x 160 = 51,2.

Donc, la réponse est qu’on estime la population a environ 51 oiseaux au début de 'année 2022.

2. On considére la fonction f définie sur ’intervalle [0 ; 100] par f(z) = 0,0082(200 — z).
Résoudre dans [0 ; 100] I’équation f(x) = x.

Pour z € [0 ; 100] : f(x) = ¢ <= 0,0082(200 — ) = ¢ <= 1,6z —0,00822 = 2 <=
0,008z2 — 0,6z = 0.

En factorisant : 0,0082% — 0,62 = 0 <= 2(0,0082 — 0,6) =0 <= =0 ou 0,008z — 0,6 = 0.

0,6
L’équation 0,008 — 0,6 = 0 donne x = 0 (;OS = 75, valeur bien comprise dans [0 ; 100].
Donc, la réponse est que 'équation f(z) = z admet exactement deux solutions dans [0 ; 100] : 0 et

75.

3.a Démontrer que la fonction f est croissante sur [0 ; 100] et dresser son tableau de

variations.
Pour tout z de [0 ; 100], en développant : f(z) = 0,0082(200—z) = 1,62—0,0082? = —0,00822+1,6x.

f est donc une fonction polynéme du second degré, de coefficient dominant —0,008 < 0 : sa

courbe représentative est une parabole tournée vers le bas, dont le sommet a pour abscisse xg =
1,6 1,6
— d = —— =100.
2 x (—0,008) 0,016

Une telle fonction est strictement croissante sur |—oo ; xg] et strictement décroissante sur [zg ; +00].
Comme zg = 100 est la borne droite de [0 ; 100], f est donc strictement croissante sur tout
I'intervalle [0 ; 100].

On calcule les valeurs aux bornes : f(0) = 0,008 x 0 x 200 =0 et f(100) = 0,008 x 100 x 100 = 80.
Le tableau de variations de f sur [0 ; 100] montre donc une croissance stricte de 0 (en z = 0) a 80
(en z = 100).
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3.b En remarquant que, pour tout entier naturel n, u,11 = f(u,), démontrer par récur-

rence que, pour tout entier naturel n, 0 < u, < up41 < 100.
Pour tout entier naturel n, notons P, la propriété : « 0 < uy < upt1 < 100 ».

Initialisation. On a uy = 40 et u; = 51,2 (question 1), donc 0 < 40 < 51,2 < 100 : la propriété Py

est vraie.

Hérédité. Soit n un entier naturel tel que P, est vraie, c’est-a~dire 0 < u,, < up+1 < 100. Les trois
nombres 0, Uy, u,+1 et 100 appartiennent a [0 ; 100], et f est croissante sur cet intervalle (question
3.a), donc l'inégalité est conservée par f : f(0) < f(un) < f(unps1) < f(100).

Or f(0) =0, f(un) = unt1, f(tnt1) = upto (par définition de la suite) et f(100) = 80, donc
0 < upt+1 < Upto < 80. Comme 80 < 100, on en déduit 0 < up41 < Up42 < 100 : la propriété P,

est vraie.

Conclusion. La propriété Py est vraie, et elle est héréditaire, donc, d’apres le principe de récurrence,

pour tout entier naturel n : 0 < u, < upy1 < 100.

3.c En déduire que la suite (u,) est convergente.

D’apres la question précédente, pour tout entier naturel n, w, < up4+1 : la suite (uy,) est donc

croissante.
De plus, pour tout entier naturel n, u, < 100 : la suite (u,) est donc majorée par 100.

Une suite croissante et majorée converge, donc, la réponse est que la suite (u,) converge vers une

limite 2.

3.d Déterminer la limite ¢ de la suite (u,) et interpréter le résultat dans le contexte de

I’exercice.

La suite (u,) converge vers £ et est définie par la relation de récurrence u,11 = f(uy,), ou f est
continue sur [0 ; 100] (car f est une fonction polynéme) et ou U'intervalle [0 ; 100] contient tous les

termes de la suite ainsi que sa limite ¢ (d’apres la question 3.b).

D’apres le théoreme du point fixe, ¢ est donc solution de ’équation f(x) = x dans [0 ; 100], dont

on a montré (question 2) qu’elle admet exactement deux solutions : 0 et 75.

Par ailleurs, la suite (u,) est croissante a partir de uy = 40 (question 3.b), donc ¢ > 40. Cela exclut

la solution 0, donc ¢ = 75.

Dong, la réponse est que la suite converge vers £ = 75. Dans le contexte de 'exercice, cela signifie
que, selon ce modele, la population d’oiseaux de la colonie se stabilise a long terme autour de 75

individus.
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4. On considere 1’algorithme Python suivant, ou ‘p‘ est un réel donné.

o def seuil(p) : e # fonction qui cherche 'annee ou le seuil p est depasse
e n=20 e # compteur d’annees ecoulees depuis 2021
e u=40 e # valeur initiale u0
e whileu<p: e 7 tant que le seuil n’est pas atteint
en=mn+1 e # on avance d’'une annee
e u=0.008*u* (200 - u) e # on applique la relation de recurrence
o return (n + 2021) e # on renvoie 'annee correspondante

4. (suite) L’exécution de ‘seuil(100)‘ ne renvoie aucune valeur. Expliquer pourquoi, a

I’aide de la question 3.

La fonction ‘seuil(p)‘ calcule successivement les termes de la suite (u,) en partant de ug = 40, et

s’arréte des qu’'un terme atteint ou dépasse la valeur ‘p‘, en renvoyant alors ’année correspondante.

Or, d’apres la question 3, la suite (u,) est croissante et converge vers £ = 75 : tous ses termes restent

donc strictement inférieurs a 75, et a fortiori strictement inférieurs a 100.

Ainsi, pour ‘p = 100¢, la condition ‘u < p* (c’est-a-dire u,, < 100) reste vraie pour toutes les valeurs
successives de n : la boucle ‘while‘ ne s’arréte donc jamais, et la fonction tourne indéfiniment sans

jamais renvoyer de résultat.

Bac Terminale 2021 — Métropole, Mayotte, La Réunion, Antilles Guyane (jour 1)

Partie I — Cécile sort des gateaux du congélateur, ou ils étaient a —19°C, pour les poser
sur une terrasse a 25°C. Au bout de 10 minutes, ils sont a 1,3°C. En supposant que la
température augmente a vitesse constante (méme hausse chaque minute), quelle serait
la température des gateaux au bout de 25 minutes 7 Ce modéle est-il pertinent ?

En 10 minutes, la température a augmenté de 1,3 — (—19) = 20,3°C, soit une hausse constante
20,3

10
Au bout de 25 minutes, la hausse totale serait de 25 x 2,03 = 50,75°C', donc une température de

—19+ 50,75 = 31,75°C.

supposée de = 2,03 °C par minute.

Or la température de la terrasse est de 25 °C': les gdteaux ne peuvent pas dépasser cette température

ambiante. Donc, ce modeéle n’est pas pertinent.
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Partie II — On note 7T;, la température des gateaux, en degré Celsius, n minutes apreés
leur sortie du congélateur, avec Ty = —19. On admet la relation 7,1 —7,, = —0,06 x (T;, — 25)

pour tout entier naturel n. 1. Montrer que, pour tout entier naturel n, 7,11 = 0,947, +1,5.
En développant : T;,+1 — T,, = —0,067}, + 0,06 x 25 = —0,067;, + 1,5.

Dot Ty = Tpp — 0,067, + 1,5 = 0,947}, + 1,5.

2. Calculer T et T, (arrondir au dixiéme).

Avecn=0:Ty =0,94 x (—19) + 1,56 = —-17,86 + 1,5 = —16,36, soit T} ~ —16,4.

Avecn=1:Ty =0,94 x (—16,36) + 1,5 = —15,3784 + 1,5 = —13,8784, soit Th ~ —13,9.
3. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, 7,, < 25. Ce résultat était-il
prévisible dans le contexte de I’énoncé ?

Initialisation. Ty = —19 < 25 : la propriété est vraie au rang 0.

Hérédité. Supposons que, pour un entier n, 7;,, < 25. En multipliant par 0,94 > 0 : 0,947,, <
0,94 x 25 = 23,5.

En ajoutant 1,5 aux deux membres : 0,947, + 1,5 < 25, soit Tp,+1 < 25 : la propriété est vraie au

rang n + 1.

Conclusion. La propriété est vraie au rang 0 et héréditaire, donc, d’apres le principe de récurrence,

pour tout entier naturel n, T, < 25.

Ce résultat était prévisible : la température des gateaux ne peut pas dépasser la température am-

biante de la terrasse, qui est justement de 25°C.

4. Etudier le sens de variation de la suite (7},).
D’apres la relation de récurrence, T),41 — T, = —0,06 x (T}, — 25).
D’apres la question précédente, T, < 25 pour tout n, donc T;, — 25 < 0, donc —0,06 x (7, —25) > 0.

Ainsi T, 41 — T,, = 0 pour tout n : la suite (7},) est croissante.

5. Démontrer que la suite (7,,) est convergente.

La suite (7},) est croissante (question précédente) et majorée par 25 : d’apres le théoréme de conver-

gence monotone, elle converge vers une limite ¢ vérifiant ¢ < 25.
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6.a On pose, pour tout entier naturel n, U, = T,, — 25. Montrer que (U,) est une suite

géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.
Pour tout entier naturel n : Uy = Thp1 — 25 =0,947T, + 1,5 — 25 = 0,947, — 23,5.
Or 0,94 x (T,, — 25) = 0,947, — 23,5, donc Uy4+1 = 0,94 x (T, — 25) = 0,94 U,,.
La suite (U,) est donc géométrique de raison 0,94, de premier terme Uy = Ty — 25 = —19—25 =
—44.
6.b En déduire que, pour tout entier naturel n, T,, = —44 x 0,94™ + 25.

Comme (U,,) est géométrique de raison 0,94 et de premier terme —44 : U,, = —44 x 0,94™ pour tout

n.

Or U, =T, — 25, donc T,, = Uy, + 25 = —44 x 0,94" + 25.

6.c En déduire la limite de la suite (7},) et interpréter ce résultat dans le contexte de

I’énoncé.

Comme 0 < 0,94 <1,ona lim 0,94" =0, donc par somme de limites, lim T, = 25.
n—+o0o n—-+o0o

Cela signifie que la température des giteaux se rapproche indéfiniment de la température ambiante

de la terrasse, 25 °C', sans jamais la dépasser, ce qui est cohérent avec la situation physique.

7.a Le fabricant conseille de consommer les giteaux une demi-heure apreés leur sortie du

congélateur. Quelle température ont-ils alors atteinte (arrondir a ’entier le plus proche) 7
Avec n = 30 minutes : T3g = —44 x 0,943 425 ~ 18,1. Donc, les giteaux ont atteint une température
d’environ 18 °C.

7.b Cécile aime déguster ces gateaux encore frais, a 10 °C. Donner un encadrement, entre

deux entiers consécutifs, du nombre de minutes aprés lesquelles elle doit les déguster.

A la calculatrice, Ti7 ~ 9,6 et Tis ~ 10,6 : la température franchit donc 10°C' entre les minutes 17
et 18.

Donc, Cécile doit déguster son gateau entre la 17° et la 18° minute apres sa sortie du congélateur.
7.c Le programme Python suivant doit renvoyer la plus petite valeur de ’entier n pour
laquelle 7,, > 10. Recopier et compléter les lignes manquantes.

o def seuil() :

e n=20

e« T=-19

o while T < 10 :
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¢« T=094*T+ 1.5
en=mn-+1

e return n

Bac Terminale 2021 — Asie (jour 1)

1. Une influenceuse compte uy = 1000 abonnés en 2020. Chaque année, elle perd 10%

de ses abonnés puis en gagne 250 nouveaux. On note u, le nombre d’abonnés en 1’année
(2020 + n). Calculer u;.

Perdre 10 % revient & multiplier par 0,9. Donc u; = 1000 x 0,9+250 = 900+250 = 1 150 abonnés.

2. Justifier que, pour tout entier naturel n, u,1; = 0,9u, + 250.
Multiplier par 0,9 traduit la perte de 10 % des abonnés d’une année sur I'autre.

On ajoute ensuite chaque année 250 nouveaux abonnés, donc pour tout entier naturel n : upy1 =

0,9u, + 250.

3. Une fonction Python ‘suite(n)‘ initialise ‘u = 1000¢, puis répéte ‘n‘ fois ‘u = 0.9%u +
250¢, avant de renvoyer ‘u‘. Interpréter, dans le contexte de 1’exercice, la valeur renvoyée

par ’appel ‘suite(10)%

La fonction calcule u1g, c’est-a-dire le nombre d’abonnés estimé en ’année 2030 ; la calculatrice

donne ujg ~ 1 977 abonnés.

4.a Montrer, par récurrence, que pour tout entier naturel n, u, < 2500.
Initialisation : ug = 1000 < 2500, la propriété est vraie au rang 0.

Hérédité : on suppose que pour un entier n donné, u, < 2500. Comme 0,9 > 0, la multiplication
conserve 'ordre : 0,9u,, < 0,9x2500 = 2250, puis en ajoutant 250 aux deux membres, 0,9u,, +250 <

2500, soit up+1 < 2500 : la propriété est vraie au rang n + 1.

Conclusion : la propriété est vraie au rang 0 et héréditaire, donc, d’apres le principe de récurrence,

pour tout entier naturel n, u, < 2500.

4.b Démontrer que la suite (u,) est croissante.
Pour tout entier naturel n : uy4+1 — uy = 0,9u, + 250 — u,, = —0,1u, + 250.
Or, d’apres la question précédente, u,, < 2500, donc 0,1u,, < 250, soit —0,1u, + 250 > 0.

On a donc 4,41 — uy, = 0 pour tout entier naturel n : la suite (u,) est croissante.
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4.c Déduire des deux questions précédentes que la suite (u,) est convergente.

La suite (uy,) est croissante et majorée par 2500 : d’apres le théoréeme de convergence monotone,

elle converge vers une limite inférieure ou égale a 2 500.

5.a On pose v, = u, — 2500 pour tout entier naturel n. Montrer que (v,) est géométrique

de raison 0,9 et de premier terme vy = —1500.

Pour tout entier naturel n : v, 411 = upr1 — 2500 = 0,9u, + 250 — 2500 = 0,9u,, — 2250 = 0,9(u, —
2500) = 0,9v,,.

La relation v,4+1 = 0,9v,, vraie pour tout entier naturel n, montre que (v,) est géométrique de

raison 0,9.

Son premier terme vaut vy = ug — 2500 = 1000 — 2500 = —1 500.

5.b Exprimer v, en fonction de n, puis montrer que u,, = 2500 — 1500 x 0,9".

Comme (v,,) est géométrique de raison 0,9 et de premier terme vy = —1 500, pour tout entier naturel
n : vy, = —1500 x 0,9".

Or v, = u, — 2500, donc u, = v, + 2500 = 2500 — 1500 x 0,9™.

5.c Déterminer la limite de la suite (u,) et interpréter ce résultat dans le contexte de

I’exercice.

Comme 0 < 0,9<1,ona lim 0,9" =0, donc par produit puis somme de limites, lim wu, = 2500.
n—-+00 n—-+00

Dans le contexte de I'exercice, cela signifie que le nombre d’abonnés de 'influenceuse se stabilise

autour de 2 500 au fil des années.

6. Ecrire un programme qui détermine en quelle année le nombre d’abonnés dépassera
2 200, puis donner cette année.

e n=20

e u = 1000

o tant que u <= 2200 :

e u=20.9%u+ 250

en=mn-+1

e renvoyer n

e En simulant 1’évolution terme a terme, on obtient u15 ~ 2191,2 < 2200 et u1g =~ 2222,0 >

2200 : le programme renvoie n = 16.

e Donc, la réponse est que le nombre d’abonnés dépasse 2 200 la seizieme année suivant 2020,

c’est-a-dire en 2036.
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Bac Terminale 2021 — Asie (jour 2)

1. Une application génére un ticket sur une grille 3 x 3 ou trois cases contiennent chacune
un cceur, disposées au hasard. Justifier qu’il existe exactement 84 facons différentes de

placer ces trois coeurs sur la grille.

Placer trois coeurs sur la grille revient & choisir 3 cases parmi les 9 de la grille, sans tenir compte de
l’ordre : le nombre de facons est donc (9).

3
(9) 9! _9><8><7_@:

— — = 4.
3 3Ix6! 3x2x1 6 8

Il y a bien 84 fagons différentes de positionner les trois coeurs sur la grille.

2. Un ticket est gagnant si les trois coeurs sont alignés cote a co6te sur une méme ligne,
une méme colonne ou une méme diagonale. Montrer que la probabilité qu’un ticket soit

2
t t —.
gagnant vaut

La grille compte 3 lignes, 3 colonnes et 2 diagonales, soit 8 alignements possibles de trois cases : il

y a donc 8 grilles gagnantes parmi les 84 grilles possibles (équiprobables).

8
La probabilité qu'un ticket soit gagnant est —

%1 = 31 (en simplifiant par 4).

2
La probabilité qu’un ticket soit gagnant est donc bien égale a TR
3. A chaque ticket généré, le joueur verse 1 €; si le ticket est gagnant, la société lui

reverse 5 €. Le jeu est-il favorable au joueur ?

Soit X le gain algébrique du joueur pour un ticket. Un ticket gagnant rapporte 5 —1 = 4 € (le

joueur récupere les 5 € mais a déja versé 1 €), un ticket perdant cotite 1 €.

9 2 19
PX=4)= = et P(X = —1)=1— = = -~
( ) =gy et P ) 21~ 21

2 19 8-19 11
B(X) = 4% oo +(—1) X 5r = = = == ~ —0,524.

L’espérance de gain est négative : en moyenne, le joueur perd environ 0,52 € par ticket

généré. Le jeu est donc défavorable au joueur.

4.a Un joueur génere 20 tickets de fagcon indépendante. Soit X le nombre de tickets
gagnants parmi ces 20 tickets. Donner la loi de probabilité de X.
Chaque génération de ticket est une épreuve a deux issues (gagnant / perdant) de probabilité de
2
succes p = —, répétée n = 20 fois de facon indépendante.

21

2
X suit donc la loi binomiale de parameétres n =20 et p = —.
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4.b Calculer la probabilité de ’événement (X = 5), arrondie & 1073.

20 2\°  [19\"°
P(X =5)= (5) X <21> X (21> ~ 0,027 (& 1073 pres).

4.c Calculer la probabilité de I’événement (X > 1), arrondie & 1073, puis interpréter ce

résultat dans le contexte de 1’exercice.

19\ *
(X > 1) est ’événement contraire de (X = 0), donc P(X >1)=1-P(X =0)=1— <21) ~

1—0,135 ~ 0,865 (3 1072 pres).

Sur 20 tickets générés, le joueur a donc environ 86,5 % de chances d’obtenir au moins

un ticket gagnant.

Bac Terminale 2021 — Centres étrangers - Groupe 1 (jour 2)

Partie A — 1.a Une centrale solaire compte 10 560 panneaux au ler janvier 2020. Chaque
année, 2 % des panneaux se détériorent et sont retirés, tandis que 250 panneaux neufs
sont installés. On modélise le nombre de panneaux par uy = 10560 et, pour tout entier
naturel n, u,11 = 0,98u, + 250, ou u,, est le nombre de panneaux au ler janvier de ’année

2020 + n. Justifier ce choix de modélisation.

2
Retirer 2 % des panneaux revient & multiplier leur nombre par 1 — To0 = 0,98.

En ajoutant ensuite les 250 panneaux neufs installés chaque année, on obtient bien la relation

Up+1 = 0,98u, + 250, ce qui justifie la modélisation.

Partie A — 1.b A D’aide de la calculatrice, déterminer au bout de combien d’années le

nombre de panneaux dépassera strictement 12 000.

En saisissant ug = 10 560 puis en appliquant successivement u — 0,98u+250, on obtient u; &~ 10599,

puis uo, us, etc.
On trouve ugy =~ 11999 et ugg ~ 12 009.

Donc, le nombre de panneaux dépassera 12 000 au bout de 68 ans, soit en 2088.

Partie A — 1.c Compléter le programme Python suivant pour qu’il stocke dans la variable
n le nombre d’années trouvé a la question précédente : ‘u = 10560 / ‘n = 0° / ‘while
et/ ftu=00 ) fn= L

e ‘while u <= 12000 :

o ‘u = 0.98%u + 250°

e ‘n=mn+ 1

60



Suites numériques (corrigé) — Tous | es exercices — Annales officielles www.logimaths.fr

Partie A — 2. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, u, < 12500.
Initialisation : ug = 10560 < 12500, la propriété est donc vraie au rang 0.

Hérédité : on suppose que pour un entier n donné, u,, < 12500. En multipliant par 0,98 (positif) :
0,98u, < 0,98 x 12500 = 12250. En ajoutant 250 aux deux membres : 0,98u,, + 250 < 12500,

c’est-a-dire up+1 < 12500 : la propriété est donc vraie au rang n + 1.

Conclusion : la propriété est vraie au rang 0 et héréditaire, donc par récurrence, pour tout entier
naturel n, u, < 12500.

Partie A — 3. Démontrer que la suite (u,) est croissante.
Pour tout entier naturel n : w11 — uy = 0,98uy, + 250 — uy, = 250 — 0,02uy,.

D’apres la question précédente, u, < 12500, donc 0,02u, < 0,02 x 12500 = 250, c’est-a-dire
250 — 0,02u,, = 0.

On a donc u, 41 — upy = 0 : la suite (u,) est croissante.

Partie A — 4. En déduire que la suite (u,) converge (sans calculer sa limite).

La suite (u,) est croissante et majorée par 12 500 : d’apres le théoréme de convergence monotone,

elle converge vers une limite ¢ vérifiant ¢ < 12 500.

Partie A — 5.a On pose v, = u, — 12500 pour tout entier naturel n. Démontrer que (v,)

est géométrique et préciser sa raison et son premier terme.
Pour tout entier naturel n : vy41 = up4+1 — 12500 = 0,98u,, + 250 — 12500 = 0,98u,, — 12 250.
Or 0,98 x 12500 = 12250, donc vy,+1 = 0,98u, — 0,98 x 12500 = 0,98(u,, — 12500) = 0,98v,,.

Cette relation étant vraie pour tout n, (v,) est géométrique de raison 0,98, de premier terme
vp = up — 12500 = 10560 — 12500 = —1 940.

Partie A — 5.b Exprimer v, en fonction de n.

(vp,) étant géométrique de premier terme —1940 et de raison 0,98, on a pour tout entier naturel n :
vp, = —1940 x 0,98".

Partie A — 5.c En déduire ’expression de u, en fonction de n.

Comme v, = u, — 12500, on a u,, = v, + 12500, soit u,, = 12500 — 1940 x 0,98".
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Partie A — 5.d Déterminer la limite de (u,) et interpréter le résultat.

Comme 0 < 0,98 < 1, on sait que lim 0,98" =0, donc lim wu, = 12500.
n—+00 n—+00

Dans le contexte du modele, le nombre de panneaux solaires de la centrale se stabilise autour de 12

500 a long terme.

Partie B — 1. Une modélisation plus fine utilise la fonction f définie sur [0 ; +oo[ par
f(x) = 12500 — 500e~%0922+14 ol1 z est le nombre d’années écoulées depuis le ler janvier

2020. Etudier le sens de variation de f.

f est dérivable sur [0 ; +oo[ comme somme de fonctions dérivables, et pour tout x de cet intervalle :
f,(LU) = —500 x (_0702)6—0,021—{-1,4 — 106—0,021—‘1-1,4'

La fonction exponentielle étant strictement positive, f’(z) > 0 pour tout z : la fonction f est
strictement croissante sur [0 ; +oof.
Partie B — 2. Déterminer la limite de f en +oo.

lim (—0,02z 4 1,4) = —oo, donc par composition lim e~ %022+L4 =0 d'ou lim f(x) = 12500.
T—+00 T—+00 T—+00

Partie B — 3. A I’aide de ce modéle, déterminer au bout de combien d’années le nombre

de panneaux dépassera 12 000.

On résout f(z) > 12000 <= 12500 — 500e0020+14 > 12000 <= 500 > 500e 0020+14
1> o-0020+1,4

Comme 1 = €% et que la fonction exponentielle est strictement croissante, cela équivaut a 0 >

—0,02x4+14 < 0,02z > 14 < x > 70.

Dong, il faut attendre strictement plus de 70 ans, soit 71 ans, pour que le nombre de panneaux

dépasse 12 000 selon ce modele, ce qui correspond a ’année 2091.
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